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Lésungsvorschlag zur 6. Ubung

G16
a) Es gilt
Fx(z) = lim F(z,y)
y—00
0 fir x <0
= Fx(x) = %xQJr%:p firo<z<1
1 firz > 1
0 fir y <0
Fy(y)=¢2y?+1y fir0<y<1
1 firy > 1

b) Betrachte z.B. den Punkt (%, ), dann gilt:

_l’_

/ / f(s,t)dtds

1

3
11 21 41 2 1
f<3’3>—3'3 33575 = (3-3+

und da sowohl f als auch fx - fy in (3, 3) stetig sind, folgt dass X und Y nicht unabhéngig sind. (vgl.

Buch S.68, Bemerkung 5, Auflage von 1992)

fx(z) =

fr(y) =

c¢) Berechnung der Covarianz Cov(X,Y):
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0<zx<1
r>1

ra) = o) # a)

1

> ) 2 2 1 5
E(X)Z/_Oow-fx(x)d:v:/o Zg? +3:Ud:v— g% —|—3x20:§
o Ly 1 4 1" 11
E(Y)= . dy = 202 Zudy = - + 22 = =
Y) /_Ooyfy(y)y /0 vHgydy=gui gy =13
[e's) 00 1 12 4
E(X-Y)= / xy'f(:v,y)dydx://3x2y+3xy2dydx
o000 0o Jo
1 4 11, 4 1, 2,
= —2%y? + dr = / —2? 4+ —xde = —2® + =2
o 3 0" 0 37 9 9" T9" |,
_ 1
-3
Cou(X,)Y)=FE(X Y)-E(X) E(Y)—}—§ 1—1——i~—0006173
T 3 9 18 162
Bemerkung: X und Y sind somit nicht unabhéngig, da Cov(X,Y") # 0.

d)

4 ) 2
P(X<Y)= // xydxdy—/ / -+ ydydx_/ gccy—kgy
0

(z,y)ER?:x<y}

g 2 2, 2, 1 2 4
= o+ S S dr = St 4+ S — a8
/0333—1—3 356 3:c T Sx —i—Sx 9370
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G17
a) Wir betrachten die Verteilung von Z = X + Y. Sei B = {(z,y) : v +y < z}, so gilt

Fy(z) = P(Z < 2) //fX ) fy (o dxdy—// (y) da dy

und mit der Substitution von v = z + y und v = y erhélt man

rre) = [ ([ =) o) do

und die Dichte von Z ergibt sich durch Ableiten des obigen Ausdrucks.
b) Fiir z € R gilt

P(Z<2)=PY <z—X)=P((z,y) € {(z,y) :y < z—x}) :/_00 /_Z_Sf(s,t)dtds

—/OO / f(s,t—s)dtds—/;/Zf(s,t—s)dsdt—/;fz(t)dt

= f2(1) / f(s,t—s)ds, t e R

¢) Y7 und Y5 seien unabhéngig, Ex(\1)- bzw. Ex(A2)-verteilte Zufallsvariablen. X = Y; + Y5 beschreibe die
Lebensdauer von S.

1 1 1 1
— E(X) :E(Y1)+E(Y2) — 4+ — und VCZT(X) :V(ZT(Yl)—l-VGT(Yé) = 724'72
/\1 )\2 )‘1 )‘2
Die 2-dimensionale Zufallsvariable (Y7,Y3) besitzt die Dichte
)\16_)‘13/1 . >\2€—)\2y2 fir y17 > 0,2 > 0
fyr,y2) =
0 sonst
Dann erhélt man mit b) als Dichte fx von X =Y; + Ya:
fx(z) = / Ae M e 2(EmT) gp — )\1)\26_’\2z/ 2= AT g0 iy 2 >0
0 0

und fx(z)=0 firz<0

1. Fall: \{ = X
0 fiir 2 <0
e zZ) =
fx () {)\% czoeME fiir 2 >0

2. Fall: )\1 75 )\2

— () 0 fir z <0

2) =
X )\)‘21:\)\21 (e_)‘lz — e_)‘QZ) fir z>0
G18
0 firx<O
a) PIM<z)=PXj<uz,...,.Xp, <z)=(P(X;<2)"=¢2" firo<az<1
1 firl<z
0 fir x <0
Pm<z)=1-PX1>z,....Xp,>2)=1—-(P(X;>2)"=<1-(1-2)" fir0<z<1
1 firl <z



b) Aus Teil a) erhélt man Dichten fiir M und m:

fu(z) = {

0 firx <0oderz>1
n-z" 1l firo<z<l

0 fiir x <0 oder x >1

fm(z) = {n (1—2)"! firo<z<l1

Somit ist

1 1
E(M) :/ z-n 2" ldr=—"— und E(m) :/ z-n-(1—z)" ldr =

c) Firn=2gilt: M - m=X,-Xo = E(M -m)=E(X;) E(X2) =
und Cov(M,m) = E(M -m) — E(M)E(m)=4%+-2.1 =1

H16
a) 1. Fall: # <0 oder y <0

= F(x,y)=0

2. Fall 0 <z <lund O0<y <1

=>F($ay)=/ / t+sdsdt = /t-s+32 dt:/ toy+sytdt
2 s=0 0 2
_2 Y 2y - 2 y 5 y =3 Y Y

3. Fall: 0<z<lundy>1

1 T 1
= F(m,y):/ / t—}—sdtds:F(x,l):ix(:n—{—l)
0 JO

4. Fall: z>1und 0<y <1

1 Y 1
= F(m,y):/ / t+sdsdt:F(1,y):§y(1+y)
o Jo

5. Fal: x >1und y > 1

= F(z,y) =1

0 fiir £ <0 oder y <0
sey(z+y) fir 0 <zy<l1
— F(x,y) = %x(w+l) firo<z<l,y>1
%y(l—l—y) fire>1,0<y<1
g fir z,y > 1
Randverteilungen:
0 firx <0
Fx(z) = lim F(z,y) = iz(z+1) fir0<z<1
y—00
1 firz>1




firy <0
y(l+y) fir0<y<1
firy >1

Fy(y) = lim F(z,y) =

r—00

= oo O

Randdichten:

o0 1 1
:/ f(s,t)dt:/ s+tdt:s't+§t2
—00 0

r+1i fir0<z<l1
:>fX<w)_{O i sonst

1
1 .
:5+§ fir0<s<1

t=0

! 1
=g+t fir0<t<1

) 1
fy(t):/ f(s,t)ds:/o s+tds= %s2+t-s

s=0

1 ..
s+y firo<y<1
= fY(y):{2
0 sonst
b)
> 1 1 1 1 LA D ¢
> 1 1 1 L1 1 5
B(X?) = 2 dx = 2 ) dx = a2t — i
(X#) /_ooxfx(x) T /Ox (:U—I—2> z= o +63: ) 4+6 5

= Var(X)=E(X*) - E(X)* = 5 - -0 = 10

Wegen fx(x) = fy(z) gilt E(Y) = 12,Var( ) = %

! 11 1
E(X-Y) / / zy f(x,y) dxdy_/ / gjy(;z;+y)dxdy:/ §$2y2+§my3
0 0

—/ 2y Lpar= 1y L o _1
- 0293 gtde = g+ o 0_3
1 7 7 1
X,Y)=FEX - YV)-FEX)- EFY) =-—— — = ———
Con(X,¥) = B(X Y) = E(X) (V) = 3 - 1510 =~
Cov(X,Y —-L 1
o(X,Y) = ( ) _Tm_ L
\/Var ) Var(Y) i1 11

Da Cov(X,Y) = —m # 0 ist, sind X und Y nicht unabhéngig.

)

1 pl-s 1 1 [
PX+Y<1)= // f(s,t)dtdSZ// s—i-tdtds:/ st + ~t? ds
o Jo 0 2 o
{s+t<1}
! 1 11 11, 1
= 1— —(1=s)ds= | =—=s%ds= —s— =53] ==
/Os( 3)+2( s)“ds /02 58 ds= 58— &8 73
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b) Da die Zufallsvariablen X; unabhéngig sind, gilt

1
Var J1 Z Var(g —Var(g(Xl))

Var Jg e ZV(J,T - X)) = %VGT(Q(Xl) +9(1 - X4))

Ferner gilt

1 1
E(g*(X1)) = /0 g2 (x)dx = /0 *(1 - 2)de = B(g*(1 - X1))
und somit

Var(g(X1) +g(1 — X1)) = E((9(X1) + g(1 — X1))*) — (E(9(X1)) + E(g(1 — X1)))*
=2E(g°(X1)) + 2E(g(X1)g(1 — X1)) — 4J?

1
= 2E(92(X1)) + 2/0 g(x)g(1 — z)dx — 4.2
1
— AB(gA(Xy)) — 2 /0 G2(x) — g(x)g(1 — z)dz — 472
1
— 4B(P(X)) /0 (9(x) — g(1 — 2))2dz 4.7

>0
<4EB(¢*(X1)) — 4J% = 4Var(9(X1))

— Var(Jy) £ Var(g(X1) = Var()
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Tabelle fiir P(S =i, W = j):
i J 0 1 2 3
0 | % & 1 3
Ll 5 5 0
2 | % 3 0 0
3 |5 0 0 0




b) Es gilt S~ B(3,%) und W ~ B(3,1)

1 1 15 5
1 3 11 3
A 1 1 1
Somit gilt
Cou(S, W) = E(S-W)— E(S) - EW)=+—+.3__1
o = T2 22 4
1 1
-1 1 1
o(S, W) = VCOZ,(S"?/) T = i =4 :—%=—0.4472
. 5 3 5
VVar(S) - Var(W) 5.3 B

c¢) Falls W einen groBen Wert annimmt, muf§ R wegen R = 3 — S — W einen kleinen Wert annehmen. Daher

muf} die Kovarianz und der Korrelationskoeffizient von W und R negativ sein. (Es gilt Cov(W, R) = —%
und o(W, R) = — )



