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Lésungsvorschlag zur 5. Ubung

G13

a) Gesucht ist eine Toleranz s fiir den Fehler der Ablaufzeit einer Parkuhr, so dass fiir eine N (60;4)-verteilte Zufalls-
variable X die Bedingung P(|X — 60| > s) = 0.15 erfiillt ist.

Standardisierung von X liefert

X —
P(|X60l>s)1P(|Xﬁogs>1p<S 60 _ >

1= (8(5)-0(-5)) ~2-20(3) 2o

Tabelle fiir die Standard-Normalverteilung im Buch liefert:

B(1.44) ~ 0.925 = g =144 = 5 =2.88
Die Fehlertoleranz der Parkuhr darf somit maximal s = 2.88 Minuten &~ 2 Minuten und 53 Sekunden betragen, um
nicht ausgetauscht zu werden.

b) Existenz von E (X) und E ((X — a)?): (fiir stetigen Fall):

oo

o -1 1 o
[ lelix@do= [ el sx@dos [ el tx@dot [ ol fx(opde
—0o0 — -1 — 1

</_1x2fx(x)d;v+c+/oo o fx()dz

00 1

< / 2?fx(x)dr + ¢ < oo laut Voraussetzung

—0oQ

= F(X) existiert

Sei a € R, dann existiert £ (X?) — 2aE (X) +a? = E ((X — a)?). Es gilt nun

E((X —a)?) = E((X - B(X) + B(X) —a)?)
= E((X - BE(X))? + 2(B(X) — a)(X = E(X)) + (E(X) — a)?)
=E((X - E(X))?) +2(E(X) —a) E(X — E(X)) +(E(X) — a)®
0

=E((X - E(X))?) + (B(X) —a)

> E((X - E(X))?)
mit ,=* genau dann, wenn a = F(X) gilt, d.h. E(X) ist im ,,quadratischen Mittel* die beste Approximation von
X.

G14

Xn ~ B(n,pn),n € Nund X ~ P(A). Sei k € Ny mit k& < n. Laut Voraussetzung gilt nun

P(X, = k) = (”) b (1= )t

k
(n=1)-...-(n— w ) N
_ne(n-1) k!( k+1),(1fpn> (1= pn)
k n
:(n—l)-.;l.k~(1n—k+1).;!.<1n-};,;) .<1_n-npn)

. — k — — . .
Es gilt w = Hi-:ll (1-4) == 1und (%) 272, 0k da p, =% 0 laut Voraussetzung. Weiterhin

gilt (1 - %)n 272 67, da limy, e (1 + %)n = e®. Somit gilt

n—oo 1 —_
P(Xn:k)—>ﬁx’“-e A= P(X =k)



G15

X =, Zufallsvariable, die angibt, wann zum ersten Mal eine Zahl zwischen 1 und 12 kommt*.

= X ist geometrisch verteilt mit p=1,d. h. P(X =k) = £ - (1 — %)k_l =1. (%)k_1 ,keN

a) Bei der ,, Verdoppelungsstrategie“ betriigt der Einsatz im k-ten Spiel 2°~! Euro und der Gesamteinsatz betrigt

£ i—1 k—1 k:_ll k
9i=1 —9k=1.§" _ _ gk

Gewinnt der Spieler, so erhilt er den 3-fachen Einsatz, d. h. 3 - 2871, Sein Gewinn betrigt dann
3.2k (F 1) =21 41

G = ,Zufallsvariable, die den Gewinn angibt*

Somit - -
SNty Lo(2) Sl (A)
G)_;(Q +1) 5 <3> > 2 Z_:<3> = 0

b) Sei K < oo das Kapital des Spielers mit K > 1. Das Spiel ist zu Ende, falls eine Zahl zwischen 1 und 12 kommt
oder aber das Kapital nicht mehr ausreichend fiir einen weiteren Einsatz ist. Insgesamt werden also héchstens

Emaz = max{k € Ng : k <log, (K + 1)}
Runden gespielt. Fiir einen Gewinn G gilt demnach:
1 /9\F 1
P(G:2k_1+1):3<3) fiir 1 Skgkmax

Im Fall keines Gewinnes, d.h. Verlust des gesamten Einsatzes, gilt:

k
2 max
P(G = —(2Fmer —1)) = P(X > kpax) = <3>
Dann folgt:
k’!'L(l/(Z' k:71 k
1 2 2 max
_ 2’671 1)-=2 (2 _ 2k1na:c [ D
Sty g (3) - ()
k=1
kmaz—1 k kmaz—1 k k k
1 4 1 2 4 max 2 max
26z 66 0
k=0 k=0
k k k k
4 max 2 max 4 max 2 max
=(= —1+1-(= —(= z
O N O O )
=0
H13

a) Es gilt: X ~ N(u,0?) = P(X <z) =9 (ZL)
Hier: p =5,02 =9

P(X§7)<I>(7_\/§5) <1><§
5

P(X>O):1—P(X§O):1—<I><03

)z 749
) ( )z0,953
P(3§X§7)®<735>®<335>¢(§>@<§>2o®<§)1%0,498

b) Median von X: 295 = sup{z € R: F(z) < 0.5} =sup{fz e R: ® (“T_E") < 0.5}. Da ®(0) = 0.5, muss "”“3‘5 =0
gelten, somit xo5 = 5.

0.95-Quantil: Da ®(1.64) = 0.95 ist, muss %575 = 1.64 sein. Daraus folgt .95 = 9.92.

¢) Y =1x4+2%2Fy LN (1

54259 =N (4,1)
P <1)=0(*5%) =@ (-5) =1-@(§) = 10996 = 0.004,
11

Der Median stimmt wie in b) mit dem Erwartungswert berein, d. h. yo5 = 5




H14
a) Wegen Y = X2 gilt fiir 2 < 0:

und fiir z > 0 gilt

Hst:HﬁﬁéXSVE:/ e d =

3
5
S—

2

L o3 iir x>0
() = —C ftfr x>
0 furx <0

ist eine Dichte fiir Y. Dann gilt E(Y) = E(X?) =1, da X ~ N(0, 1) laut Voraussetzung.

b) X gleichverteilt auf ]1;5[. Betrachte f : |]1;5[— R mit f(z) =
y > i :

PY <y)= (
und fiir y < 1+ gilt P(Y <y) =0

Man erhélt nun die Verteilungsfunktion von Y:

5y '\ mit 1< 24 <5 Tieil] 1
pPlx<2 = o=~
> ( y+1> /1 17y

. Dann gilt f(]1;5[) ]

(7
y+1

4y—1 . 1
Fy(y) = 4 TFn 10Ty >
0 fir y < %
Die Dichte erhilt man durch Ableiten:
5 . 1
Pty = T Y
0 fir y < i

Der Erwartungswert von Y existiert nicht, denn fiir n € N gilt:

/1nx~fy(x)dzi/1n(xj1)2d9:22/ln

(dax2+2x—|—1<x2—|—2-x-x—|—x2 fiir z > 1 gilt)

n

X

Tﬂdm

5 n—oo
H15
le= fiirz >0
Es ¢ilt: {2 =
a) Bs gilt: f(z) {;e‘” firz <0
Fallunterscheidung;:
1.z <O0:
T ¢ . ' z . 1 = 1 @ 1 -
F(x) = Zetdt = lim =efl = lim Ze% — Ze% = Z¢
—o0 a——00 a——o0 2 2
2.2>0

1 17m+1_1 1,
37 32° 2~ " a°
1—Lte== f >0
:>F(Jj): . 26 ur T
5e” firz <0

Fx» = P(X? <) = P(|X| < V)

= Fx(Vz) = Fx(=Vz) =1~
=1—¢ V"

2 _z2 Substitution /Z
- e 2 =
V2T 0

1
V2w

x
-e 2dx

oo[ Folglich gilt fiir

4y -1
Q4@+n



Da X? eine nichtnegative Zufallsvariable ist, gilt nach Satz 2.42 fiir den Erwartungswert:

E(X?) = /000(1 — Fx2(z))dx

E(X?) = /000(1 — Fyo(z))dz = /OOO eV da

. b -z o dt 1
= lim e dx Substitution: t = /z, —

b—oo Jo dx - 2\/5
Vb Vb
= lim 2t-e tdt = lim <—2t~6t’(\)/g—/ —2¢7t dt)
b—oo 0 b—oo 0

= lim Ve Vb _9eVE Lo —9
— 00

c¢) X ist symmetrisch zur Null verteilt und F(X) existiert (da F(X?) < oo und somit nach G10 b) auch E(X) < 00).
Dann liefert Satz 2.41:

E(X)=0
Var(X) = E(X?) — (B(X))?=2
d) Tschebyscheffsche Ungleichung: P(|X — E(X)| > ¢) < YorX)

c2

P(X|<2) =1-P(X|>2)=1—-P(X -0 >2)
2
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