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Lésungsvorschlag zur 4. Ubung

G10
a) L = ,Lebensdauer”, L ~ Ex(5-107%)

P(L>500) =1— P(L < 500) = 1 — F(500) = 1 — (1 — ¢ 51071500y — =025 _ (y 7788

b) X = Anzahl der Gliithbirnen mit L > 500 “ = X ~ B(10,p) mit p = 0.7788
P(X >8) =P(X=8)+P(X=9)+P(X =10)
10 10 10
= (8> -0.7788% .0.22122 + <9> -0.7788% . 0.2212 + (1()) -0.7788'0 . 0.2212°

= 0.29798 4 0.23314 + 0.08208
=0.6132

¢c) X ~B(n,p) = E(X)=n-p
Hier:
X ~ B(10;0.7788) — FE(X)=10-0.7788 = 7.788

G11

Bezeichne N die Anzahl der gelegten Fier und S die Anzahl der sich entwickelnden Eier. Nach Voraussetzung gilt
dann:

P(N =n)= %6_/\ fiir n € N,
und
P{S=k}{N=n})= (Z)pk(l —p)nk fir k=0,1,...,n.
Also gilt
. > . = /n i i\t
P(S =) =3 PUS = iHIN =n}) - POV =) =3 (7)1 = p 120 o
n=0 n=i :
AP e M S OAA=p)" iy D) eI A=) sy Ap)ie ™
- pi! Zzz (n—pi)! e = pu Z:% n!p e ):pf
G12
(a) = (b):

Es gilt laut Vorraussetzung P(X = i) = p(1 — p)*~! fiir i € N mit 0 < p < 1. Dann gilt fiir n, k € Ny

PX>n+k)= Y p-(1-p)'=0-p" ) p-(1-p'=0-p" PX>k)
i>n+k >k

und somit insbesondere fiir k = 0

Dann folgt fiir n, k, € N:
P(X >n+k)

P{X >n+k}{X >n}) = P(X > n)

=P(X > k)

(b) = (a):
Es gilt laut Vorraussetzung fiir k € N (d.h. k£ > 1)
PX>k)=PX>kX>1)=P{X >k}{X>1})-P(X >1)
=PX>k—-1)-P(X>1)

Vollstandige Induktion iiber k liefert:
P(X > k) = (P(X > 1))k



P(X>z‘—1)—P(X>i)
- (P(X >1))

)

e

Mit p := P(X 10, 1] folgt:
P(X =i) =
=(P(X >1))"~
=(P(X > 1)) — P(X >1))
=(1-p)"p
H10
a) Bsgilt [7_ f( 1
oo 0
/ f(t) =/ ctoeot g < Fdy= = e dz
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b)
F(z) = / f = / 2at - e~ g &) / e *dz=1 27® fijp 2 > 0
oo 0
(x%) 2 = at? = dz =2atdt
0 falls <0
F =
= F(2) { 1—e 2 falls 2 >0
¢)
P(:E§X<oo):1—F(m):e_”“2
b< X <oo)=1—F(b)=e
Pb+z< X <ooAb<X <o) Pbh+zr<X<oo)
P(b< X <) - Pb<X <o)
—az?—2abx

—a(b+z)?
=€

Pb+2x<X <oolb<X < o0)

= e—ab?

—az?—2abz < e—T
Die Wahrscheinlichkeit fiir z.B. eine zuséatzliche Lebensdauer x einer Glithbirne, wenn sie bereits b Zeiteinheiten

Es gilt nun: e
funktioniert hat, ist kleiner als fiir eine ,,neue“ Gliithbirne x Zeiteinheiten zu funtionieren

Interpretation
2



H11
1) Offenbar ist

0 fi 0
P(UI<a)=4" = T%
1 firz>1
Fiir z € [0, 1] gilt

P(|U| < z) =P(—z < cos(X) < x) = P(arccos(z) < X < arccos(—zx)) = %(arccos(—a:) — arccos(x))
;(7‘(‘ —2arccos(z)) =1— % arccos(z)

Man erhilt somit die Verteilungsfunktion F' von |U| zu

0 firz <0
F(z)= 41— 2arccos(z) fir0<z<1
1 firz>1
2)
P(|U| < |V]) = P(cos?(X) < 1 —cos?(X)) = P(|U| < L) =1- 2arccos(—) _1
= = V2 Vo
3)
E(U):/ cos(z)—dx =0
0 s
Zudem gilt
E(U2)—/ cos”(z) d:c:/ sin?(z) = dx = BE(V?)
0 7T 0 n
sowie
(U + B(V?) (cos?(X) +sin?(X)) =1
d.h. E(U?) = 1.
H12
a) B(%x) # E(X) i.a., da z.B. fir X mit
1 1 1 3
PX=1)=P(X=2)=5 = E()37AE<X> -3
Betrachte X mit:
1 4 4
P(X=-1)==, P(X=2)==, P(X=2)==
2 9 9
1 2 8 2 1
:>E(X) —§+§+§—1——§ *+§— (X)

b) Es gilt fiir eine konvexe Funktion: h(Az + (1 — A)y) < Ah(x) + (1 — M)h(y) fir A € [0,1]. Wir bezeichnen mit
pi=PX=u;)firi=1,...,n.
Induktionsbeweis:
Induktionsanfang (k = 1 klar!) mit £ = 2 und p; + p2 = 1:

ME(X))=h(pr-x1+ (1 =p1)-22) < p1-h(z1) + (1 =p1) - h(ze) = E(R(X))

Induktionsschritt von k nach & + 1:
k41 1 k
i = h : 1- P —— i Di
<Zx ) <Pk+1 Trt1 + (1= pry) —— ;f P )

< et - M@pgn) + (1= prya) (Z - pk+1>

k
(It. Induktionsannahme) < p41 - h(zk41) + (1 — prt1) Z h(z;) - ——— | = E(h(X))
P 1- Pk+1

da Zz 1T Pk =1 fiir den Fall, dass X nur Werte in {z1,..., 241} annimmt.



