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§ 0 Einfiihrung

Ziel: Beschreibung von Volumina.

Bezeichne mit P(X) die Potenzmenge, d.h., die Menge allen Teilmengen von X. Suche p : P(R") —
[0, +00) mit folgenden Eigenschaften:

i) Fur Eq, Ea, ..., Eny,... endliche oder unendliche Folge von disjunkten Mengen
M(U Ej) = ul(Ej).
J J

ii) Sind E und F kongruent(Translation, Rotation, Spiegelung), dann ist u(F) = u(F).

iii) w([0,1]™) =1 (Normalisierung).

Vitali-Menge: Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf [0, 1] durch

T~y <D:ef‘>x—y€(@.

Sei N C [0,1] diejenige Menge, welche genau einen Representanten jeder Aquivalenzklasse enthélt
(Auswahlaxiom!). Wir setzen

Ny ={x+p:xeNn[0,1-p)}U{z+p—-1:ze NN[l-p,1)} firpeQn]o,1).
Wir haben N = (NN [0,1—p))U (N N[l —p,1)), und so gilt
p(N) = p((NO[0,1=p)) UNN[1=p,1))) = u(NN[0,1=p))+pu(NN[1-p,1))

Eigenschaft ii) ergibt

u(N) = p(NN0[0,1=p)) +u(NN[1=p,1)) = u((N+p)0[p,1)) + u((N +p) N [0,p) = pu(Np).

Bemerke, dass N, " N, = 0 fiir p # ¢, p,g € QN [0,1]. Ist z € N, N Ny, so ist z = x + p (oder
z=x+p—1)und z =y +q (oder z =y +¢q—1) mit x,y € N. So folgt x —y € Q, also ist x ~ y.
Daher gilt z =y und p = ¢, oder p — 1 = ¢, oder p = q¢ — 1). Aber p,q € [0,1) und so gilt |p — ¢| < 1,
d.h., p = q ist die einzige Mo6glichkeit.

Ferner gilt [0,1) = UpeQm[O 1)- Denn sei z € [0,1), so gibt ein y € N mit z ~y. D.h. p:=2z —y € Q,
also gilt =y + p. Sei ¢ =1+ p falls p < 0 und ¢ = p sonst. Dann ist ¢ € QN [0,1) und gilt x € N,,.

Nun verwendet man iii):

po.)=p( U N)= 3 al)= Y ui)=

p€QN[0,1) peQnio,1) p€QNI0,1)

So erhélt man einen Widerspruch.
Folgerung: Es gibt keine Funktion mit Eigenschaften i), ii) und iii).

Banach—Tarski Paradox: Eine Kugel in endlich vielen Teile zerlegt werden, aus denen sich zwei
Kugeln von Grofe des Originals zusammensetzen lassen.



§ 1 o-Algebren
Sei X # () beliebige Menge.
1.1. DEFINITION. Ein Mengensystem A C P(X) heifst o-Algebra (iiber X), falls gilt:
i) XeAd
i) Ae A= A°c A

iii) AjE.AfiirjEN:> UAjE.A.
jeN

Ein Mengensystem A C P(X) heift Algebra (iiber X), falls i), ii) und iii’) gelten, wobei

N
iii’) AjE.AfﬁI"jZl,...,N:> UA]‘EA.
j=1

Bemerkungen, Beispiele:

a) iil) kann ersetzt werden durch

Ajed jeN = (] 4e4
jeN

[denn: UA; = (NAf)
b) A o-Algebra, A; € A

N [e%) N
= 0, J4.()4.[)4 €A
j=1  j=1  j=1

d. h. o-Algebra ist abgeschlossen unter abzéhlbaren Mengenoperationen.
Aj7 I1<j<N

Zum Beweis: U;V:1 A;=Uj2, Bi mit B; := { 0. jSN

c) Sei A eine Algebra. So ist A genau dann o-Algebra, wenn es unter abzihlbaren disjunkten Verei-
nigungen abgeschlossen ist, d.h., fiir alle A; € A disjunkte Folge gilt Ujo; Aje A

¢) {X,0} und P(X) sind o-Algebren.

d) {A C X : Aoder A¢ abzéhlbar} ist o-Algebra.

e) {A C X : Aoder A° endlich} ist keine o-Algebra, falls X iiberabzahlbar.

f) {Aa, a € I} Familie von o-Algebren iiber X = (1 c; Aq ist o-Algebra iiber X

1.2. DEFINITION. Sei () # & C P(X). Dann heifst
Ay (E) = ﬂ{A : A o-Algebra iiber X, & C A}
die von & erzeugte o-Algebra tiber X .
Bemerkung: A,(E) wegen §1 f) wohldefiniert und die kleinste o-Algebra iiber X, die £ enthilt.
Beispiel:
i) € o-Algebra = A,(£) =&
i) E={A4} = A,(&) ={0, A, A, X'}
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1.3. DEFINITION. Sei X C R" (oder allgemein topologischer Raum) und
Ox ={GNX :G offen in R"}.

Dann heifit:
B(X) :=A,(Ox) Borelsche o-Algebra von X.

B Borelsche Teilmenge von X (Borel-Menge) &% Be B(X).

Bemerkung: A ist eine Gs-Menge in X, falls A := njeN G; N X mit G; C R" offen.
B ist eine F,-Menge in X, falls B := UjeN F; N X mit F; € R"™ abgeschlossen.

0 ~ Durchschnitt
o ~ Summe

Induktiv erhalt man Gs., Fr5, Gsos, Fsos, usw. Mengen.

1.4. BEMERKUNG.
a) ECF = £ C A,(F)
b) ECF = As(€) C As(F)

Borelmengen spielen wichtige Rolle: Sie werden von folgenden Mengensystemen erzeugt.

1.5. Sarz. B(R) wird erzeugt von jedem der folgenden Mengensysteme:
i) offene Intervalle & = {(a,b) : a < b}

ii) abgeschlossene Intervalle & = {[a,b] : a < b}

i)
i)
iii) halboffene Intervalle & = {(a,b] : @ < b} oder & := {[a,b) : a < b}
iv) & = {(a,00) : a € R} oder & = {(—00,a) : a € R}

) €

v = {[a,0) : a € R} oder & = {(—0,a] : a € R}

Beweis. Die Mengensysteme &;, j = 1,...,8 sind alle in B(R) enthalten, denn fiir j # 3,4 die
Mengen in &; sind offen oder abgeschlossen. Ferner sind die Mengen in & und &4 Gs-Mengen: (a,b] =
N i(a,b+1). Also & C B(R), und aus 1.4 folgt A,(€;) C B(R).

Umgekehrt: jede offene Teilmenge G von R ist abzihlbare Vereinigung von offenen Intervallen (UA),
daher ist O C A,(&1), und nach 14 gilt B(R) = A,(O) C A,(&1). D.h. A, (O) = Ay (1), also folgt i).
Ferner: (a,b) = U, [a+ 1, b— 1] € A,(&). Dh & C Ay(&), und wegen 1.4 ist A, (&) C

Ay (As(E2)) = As(E2). Schon bekannt ist B(R) = A,(&1), also folgt B(R) C A,(E2) und damit ii)
auch.
Andere Fille (analog) als UA. "

1.6. SATZ. f:X — Y wobei X,Y beliebige nichtleere Mengen.
Ist N eine o-Algebra auf Y, so ist {f~1(A) : A € N'} o-Algebra auf X.

Beweis. n

1.7. SATZ. f: X — Y wobei X,Y beliebige nichtleere Mengen.
Ist M eine o-Algebra auf X, so ist {A C Y : f~1(A) € M} o-Algebra auf Y.

Beweis. m



§ 2 Mafle

Es sei X # () und A C P(X) eine o-Algebra.
2.1. DEFINITION.
a) Eine Abbildung u : A — [0, 00] heifst Maf (auf A), falls
i) u(0) =0,
i) Ay € A j €N, AN Ay =0 fiir j £k = (U 4;) = f;lﬂ(Aj).
J=

7j=1
(diese Eigenschaft heiflt o-Additivitdt)

Eigenschaft ii) impliziert

N
ZIM(AJ'>'

N
ii’) (endlich additiv): Aj € A, 1<j< N, AiNA,=0,j#k= p(U 4;) =
J=1 J=

[Wiahle fiir j > N, A; = 0 und verwende i) und ii).|
b) (X, A, u) heit Mafsraum, falls gilt

a) A eine o-Algebra iiber X
B) p Mak auf A.

c) Ist pu(X) < +o00, so heifst p endlich
Ist u(X) =1, so heikt u Wahrscheinlichkeitsmays.

d) Falls X =JA; mit A; € A, u(A;) < +oo fiir alle j € N, so heifit p o-endlich.
J

2.2. SATZ [positive Linearkombination von Maften|. Sei X # () beliebige Menge A o-Algebra
tiber X. Ferner sei 4 : A — [0, 4+00] Maf und ¢, > 0 fiir alle @ € I. Dann definiert

N
w(A) = an,ua(A) = sup{z Ca;ta;(A), aj € I,N € N}
ael j=1
auch ein Maf.

Konstruktion von Maflen ist schwierig, also zunéichst einfache Beispiele.

2.3. BEISPIELE. Sei X # () beliebige Menge A o-Algebra iiber X.
a) 0-Maf: Wir setzen v(A) := 0 fiir alle A € A.
b) co-MaR: Wir setzen p(A) := +oo fiir alle A € A, A # () und u(0) = 0.

c) Dirac-Maf: Wir setzen

0z : P(X) =Ry, 6,(A) = {

So heifst p := 6, Dirac-Mafl oder Punktmaf im Punkt z.
d) Zahlmafs: Wir setzen

400, A unendlich.
Dann heifst 1 : P(X) — [0, +o0] Zdhlmaf. Es gelten

card(A), A endlich,
u(A) ::{ (4)
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zeX
B) w ist endlich <= X endlich.

v) w ist o-endlich <= X abzihlbar.
e) Sei X iiberabzéhlbar und {A C X : A oder A° abzahlbar}. Wir setzen

0, A abzidhlbar

A —[0,1], A) =
: 0,1}, u(4) {1, A iiberabzihlbar.

Grundlegende Eigenschaften von Maflen:

2.4. THEOREM. Sei (X, A, p) Makraum. Dann gilt fiir A, B € A:
a) (Monotonie): A C B = p(A) < u(B).

b) u(A) < +00,AC B = pu(B\ A) = u(B) — u(A).

¢) (AU B) + n(AN B) = u(A) + pu(B).

d) (o-Subadditivit): Aj € A= u(U 4;) < > n(4;).
j=1 j=1

Jj—o0

e) (Stetigkeit von unten): Aj € A, A1 C Ay C A3 C ... = p(U 4)) = lim pu(4))
=1

f) (Stetigkeit von oben): Aj € A, A1 D As D A3 O ... und p(A4;) < 400 = p( ﬁ Aj) = lim p(A4;j).
j=1 i—00

Beweis. a), b) A C B = u(B) = pu(A) + u(B\ A) = w(B) > p(A). Ist u(A) < 400, so gilt
p(B) = p(A) = p(B\ A).
c) AUB=AU(B\A)und B=(ANB)U(B\A)

Y
(AU B) = p(A) + n(B\ A) und p(B) = (AN B) + u(B\ A)
Ist u(B\ A) < +00 = pu(ANB) = pu(B) —u(B\A) = u(ANB)+ u(AUB) = u(B) —pu(B\ A)+
n(A) + (B \ A) = p(A) + pu(B).
Ist u(B\ A) < 400, so ist u(B) = p(BUA) = +o0 und c) trivial.
d) Wir setzen By := Ay, By := A\ Uf;ll A; fiir k> 1. Dann gilt By, C Ay und B; N B, =0, j # k.
Fir n € N gilt U;_; A; = U}, B;. Daher

p(lJ 4j) = u Z# SZ
j=1 =1 =1

e) Setze Ag = 0, By, := A \ Ap—1 fir k£ > 1. Dann B; N By, =0, j # k und A, = ;- Bx, somit ist
Ure; Br = Ujpey Ag. Also

p(lJ Ar) = UBk => u(B) —W}EHOOZM By) = lim_p(Ap).
= k=1 k=1 =1

TCg

f) Setze B; = A1 \ A;. So ist Bj C Bj;1, und damit ist e) verwendbar:
() = (52 A5) = (A \ 082 A) = pu(Ar 0 (82, 47)°) = o (A1 U3, 45) = (032,40 0 45)
= (U A1\ Ay ) = Tim (A \ Ay) = (A1) — Tim p(Ay).



2.5. DEFINITION. Sei (X, A, n) Mafraum.
a) N € A heift u-Nullmenge, falls u(N) = 0.

b) p heilt vollstindig, falls alle Teilmengen von p-Nullmengen zu A gehoren.

2.6. SATZ. Sei (X, M, u) ein Mafraum. Dann existiert ein vollstdndiger Mafraum (X, M’, i) mit
M C M und pp = p.

Beweis. n



§ 3 AuBere Mafle

Ziel dieses Paragraphen ist es Techniken zu entwickeln um Mafle zu konstruieren.
3.1. DEFINITION. Sei X # (), £ C P(X) mit () € £. Eine Funktion p* : £ — [0, 00| heift relativ
dusseres Maf$ (outer measure) auf X, falls
i) w(0) =0,
ii) (Monotonie): A C B = p*(A) < u*(B),
i) (Subadditivitit): A; € P(X), fiwr alle j € N = ([ A;) < f;l 1 (A;).
j=

Ist £ = P(X), dann heift ein relativ dusseres Mak auf € dusseres Mafs iber X.
Bemerkung: Jedes Maf ist ein relativ dusseres Maf.

3.2. THEOREM [Konstruktion dusseren Mafien]. Sei & C P(X) mit ) € £. Sei p : &€ — [0, 0]
so daf p(@) = 0. Fiir A C X definiere

w( mf{Zp EEEundACU }

(Hier benutzt man die Konvention inf ) = +00.) Dann ist p* ein duferes Mak auf X.
Beweis. Klar ist u*(0)) = 0.

Zur Monotonie: A C B und B C |J,.y Bj mit B; € £ = A C |, Bj mit B € €.

JEN jEN
Zur Subadditivitat: Seien A; € P(X)m und ¢ > 0. Wenn p*(A;) = +oo fiir ein j € N, dann ist die

Ungleichung in iii) trivial. Also fiir jede € N existiert E’Jk € & mit

o0 . €
AJQLJE;IC und Zp(Ef)_,u(A)wL?j
k=1 k=1
Ferner
U4 cUUE =ulUAa) <D D pED <D (1 (4) +5) =D u'(4) +e.
j=1 j=1k=1 Jj=1 J=1k=1 Jj=1 J=1
Da hier € > 0 beliebig ist, erhélt man die Behauptung. n

3.3. BEISPIEL. Fiir a,b € R™ nennen wir
n

b; —a; falls a<b
vol,(a,b) := jl;[1( ! i) o

0 sonst

das n-dimensionale Volumen des Intervalls (a,b). Ferner sei J" := {(a,b) : a,b € R",a < b}. Fiir

A C R™ nennen wir
1nf{Zv01 I Ej”undACU }

das n-dimensionale daufere Lebesquesche Maf (nach 3.2 wohldefiniert, Wobel X =R"und £€=J").

3.4. Sarz. Es gelten X;([a,b]) = vol,(a,b), \:((a,b)) = vol,(a,b), X:(la,b)) = vol,(a,b) und
Ar((a,b]) = vol,(a,b).
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Beweis. Fiir ein Intervall I bezeichnen wir mit I¢ das um das Mittepunkt des Intervals durch (1 +¢)
vergroferte Intervall. Zum Beispiel fiir I = [a,b] ist I = [a — %52, b 4 252 2]

Wir betrachten das Intervall [a,b], a < b. Setze r = (b — a)/2 € R"™ und sei € > 0. Betrachte die
Uberdeckung [a, b] C (a—er, b+er) mit (a—er,b+er) € J™ und vol,(a—er, b+er) = (1+¢)"vol,(a, b).
Dies gilt fiir £ > 0 beliebig, so folgt As([a,b]) < vol,(a,b).

Sei jetzt € > 0 und [a,b] C U;en I, I € T eine Uberdeckung mit
Zvol ) < Xi([a,b]) + &

Da [a, b] kompakt ist konnen wir eine endliche Teiliiberdeckung (a,b) C U;VZI I; wahlen.

///////
7

7 ’/4%7/////////
U iy
/4
0%
20077 O
. / /
/ // 7777 Z /
_ % m
//////////// _
77
N7
1 i P J
b = (b],0)
7 ////
7 7 Z U
% 7 ////
7 7
% ////
7
; . UL,
S
“ 77 i g
ay, (12)

Hier sind I; = (ajl,bjl) X .o x (a,bl), j =1,...,N. Setze Xj, := {a,; sap < ai < b, 1 <5<
N} U {bk ar < aj, < by, 1 <j < N} die Mengen allen kten Koordinaten der Intervallen. Wir nennen
die Elementen in X U {ak,bk} um: X = {a/rc = tO < tk < t2 - < tN’“ =bpt, k=1,...,n. Wir
setzen weiter 1'“7227.“’ : (t“ ! t“ yx. (tln Liin=hy 1 < ik~§ Nk, 1 < k < n. So ist jedes

Intervall I;, 4, .. 4, mit mlndestens einem Ij ﬁberdeckt. Ferner sind I;, 4,,... i, paarweise disjunkt. So

7in

erhalt man

volp(a,b) = > voly(Liy ,...q Zvol Zvol ) < A ([a,b]) + €

11,8250yt
Sei § > 0. Durch die Vergrokerung der Intervallen erhalten wir eine Uberdeckung
[a7 b] g U 7/177127 -t
11,0200
mit
voly(a,b) < Y volo(If, 4y i) = (L48)" Y vola(iyis,in) < (1+8)" (A5 ([a,B]) + ).
11,8250 11,0250 4in,

Dies gilt fiir alle § > 0, also vol,(a,b) < A% ([a,b]) + . Da hier € > 0 beliebig ist, so folgt vol,(a,b) <
A ([a, b]).

Die andere Fille kann man mit &hnlichen Techniken beweisen. In Korollar 3.10 geben wir einfachere
Beweise. [

Bemerkung: Das Argument im obigen Beweist zeigt, dass fiir &€ = {[a,b] : a,b € R", a < b}, und
p = vol,, bekommt man, dasselbe dufere Maf \%.

3.5. DEFINITION [Carathéodory-Messbarkeit]. Sei p* dufseres Maf auf X.
A C X heikt p*-messbar: €% pw(H)=p(HNA)+ p*(HnN A fir alle H C X.
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Bemerkung:

a) H=(HNA)UHNAY) = p(H) < p*(HNA) + p*(HnN A, dh., A ist p*-messbar <=
W (H) > p*(HNA)+ p*(HNA®) fir alle H C X.

b) A ist p*-messbar <= A¢ p*-messbar.

3.6. THEOREM [Carathéodory, 1918|. Es sei pu* duferes Maf auf X und
My ={AC X : A p*-messbar}.
Dann ist M ist o-Algebra tiber X und p := p*|aq ist vollstandiges Mak auf M (das von p* induzierte
Mafs).
Beweis. Klar ist ) € M. Die obige Bemerkung b) gibt, dass A° € Mx, falls A € M.
Zunéchst zeigen wir, dass M+ eine Algebra ist. Sei also A, B € M~ und H C X beliebig. Es gilt
ut(H) = i (H 0 A) + i ( 01 A°)

= (HNANB)+p*(HNANB®) +p*(HNA°NB) 4+ p*(H N A°N B°)

> (HN(AUB))+ p*(HN (AU B)°).
So aus Bemerkung a) folgt, AUB € M. Es bleibt zu zeigen, dass M+ unter abzéhlbaren, disjunkten
Vereinigung abgeschlossen ist. Bemerke, dass fiir A, B € M,» mit ANB = 0 gilt p*(AUB) = p*(A)+

p®*(B). In der Tat, fiir solchen A und B haben wir p*(AUB) = p*((AUB)NA)+p*((AUB)NA¢) =
P (A) + p*(B).

Nun seien A; € M,», j € N paarweise disjunkt. Zu zeigen ist U]oi1 Aj € M». Setze By, == U?Zl Aj
und B :={J;Z, B;. Fiir H C X gilt

W(HNB,)=p*(HNB,NA,) +u* (HNB,NAS) =p* (HNAS) + p*(HNBp-_1),
so erhalt man induktiv

p*(H N Byp) = > p*(H N Ay).
j=1

Da M, eine Algebra ist, gilt B,, € M. Daher

pH(H) = p*(H 0 Byp) + p*(H N Bg) = p*(H N Aj) + p*(H N By)
j=1
> " pH(H N Ay) + p*(H N B°).
=1

Daraus folgt
WH(H) = St (H 0 Ay + it (H 0 BY)
j=1

o-Subadd. > . . ) . .
> (| HNA)) + p*(HNB%) = p*(HN B) + p*(H N B°).
j=1

So folgt die p*-Messbarkeit von B und p*(B) = Y 2, p*(Bj) auch.

Zur Vollstandigkeit: Sei N € M,» mit u*(IN) =0 und A C N. Dann gilt

pr(H) < p*(HNA) +p*(HNAS) < p*(N) + p*(H) =0+ p*(H).

Es gilt hier iiberall “=", und so ist A € M ». L]
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Notation: Es seien A, B C R"™. Wir setzen

dist(A, B) := eingeB\a —b|, diam(A):= suepA|x — 9
a€A, zy

3.7. DEFINITION. Sei p* duferes Maf auf R™. Dann heift pu* metrisch, falls p*(AU B) = p*(A) +
p*(B) fur alle A, B C R"™ mit dist(A, B) > 0.
3.8. SATZ. Sei p* dufseres Maf auf R™. Dann gilt
B(R") C M,» <= p* ist metrisch.

Beweis. “<": Es seien 4, B C R™ mit dist(A, B) > 0. Dann AN B = (), und nach Voraussetzung gilt
Ae M, Dh.

W(AUB) = g*(AUB) N A) + (AU B) N A7) = (4) + 1*(B).
“=": Wir zeigen, dass, wenn G offen ist, gilt G € M. Setze Gy, := {2 € G : dist(z,R"\ G) > +}. Sei

ferner Uy := G \ Gg—1. Fir alle H C R" und m € N gilt HNG = HN G UURZ,, .1 H N Uy. Setze
ay := p*(H N Gy). So erhilt many*(H NG)N < p*(H N Gr) + D 02,01 Gk

Falls ), ar < +oo, dann gilt p*(H N G) < limy—oo 1 (H N Gpy).

Falls ), a;, = +o00, dann gilt >, agr, = 400 oder ), asyp11 = +00. Wegen Symmetrie konnen wir
OBDA annehmen ) ;. as; = +00. Bemerke, dass dist(Uay, Uy) > 0 falls k& # [. Nach Voraussetzung ist
w* metrisch, also gilt

N
Zaz Z (HNUsy) = UHQU2k)<M(HﬂG2N)
P k=1

So folgt limy_,00 *(H N Gan) = 400, und damit p*(H N G) < limy,— 00 *(H N Gppy).
Wir haben gezeigt, dass p*(H N G) < limy,—oo p*(H N Gpy,). Daraus folgt:
pr(H) > p (HNGp) U(H\ G)) = p*(HNGp) + p*(H\ G).

Fiir m — oo erhalt man p*(H) > limpy—oo " (HNGpy) + 1 (H\ G) > p*(HNG) + p*(H \ G), damit
die Behauptung. n

3.9. SATZ. Das n-dimensionale dufsere Lebesguesche Mafs ist ein metrisches dufseres Mafk.

dist(A,B)
2y/n

Beweis. Es seien A, B C R™ mit dist(A, B) > 0. Sei jetzt 0 < ¢ <
Seitenlange 4.

. Betrachte den Gitter mit

Wiéhle die abgeschlossene Wiirfeln I, j = 1,...,N bzw. J;,
i=1,...,M in diesem Gitter mit I; N A # () und J; N B # 0.
Dann sind I; N J; = 0 (denn diam(I;) = diam(J;) = 6/2 < d).
Somit gilt

N M N M
AclJrn, BclJs AuBclJnuls,

7j=1 =1 j=1 =1
N M
und Y voly (1) + ) vola(J;) = N5(A) + As(B)
j=1 i=1

Daher erhélt man N (AU B) > A% (A) + Ay (B). Dies zusammen mit Subadditivitét liefert die Behaup-
tung. ]
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3.10. KOROLLAR. Es gelten A([a,b]) = vol,(a,b), Ar((a,b)) = vol,(a,b), As([a,b)) = vol,(a,b)
und A5 ((a, b)) = vol,(a,b).

Beweis. Den Fall [a,b] wissen wir schon. Die andere Behauptungen folgen daraus, denn gelten:

(a,b) = G[aJr%l,b—%l], [a,b) = G[a,b— 111, (a0 = G[a+%1,b],
n=1 n=1 n=1

So kann man die Monotonie des Mafes )\:L‘ B(rn) verwenden. [



8 4 Lebesguesche Mafle

4.1. DEFINITION.

a) Das vom &dufseren Lebesgueschen Maf Ay induzierte Mak A, heifit n-dimensionales Lebesquesches

Mafs.
b) L™ := {A C R" : Aist \,-messbar} heift die o-Algebra der Lebesque-messbaren Teilmengen von
R™.
Folgender Satz 148t sich mit Resultaten aus §3 beweisen.
4.2. THEOREM. Es gilt
i) (R™, L™ \,) ist ein o-endlicher vollstandiger Mafraum mit B(R™) C L".
ii) Fiir jedes Intervall [a,b] mit a,b € R", (a < b) gilt
An([a, b]) = voln(a,b) = [ ] (b — an).
k=1
iii) K C R"™ ist kompakt = A\, (K) < +o0.

Beweis. Nur iii) is noch nicht bewiesen. Sei K C R™ kompakt. Dann existieren a,b € R™ mit K C
[a, b]. Die Monotonie von A, liefert \,,(K) C A, ([a,b]) < 4o0. "

4.3. KOROLLAR. Sei N C R". Dann gilt:
N ist Lebesgue-Nullmenge, d.h. A\, (N) = 0 <= fiir alle € > 0 existiert eine Folge von offenen Intervallen

(£5)j>1 mit
o0 o0

N C U I; und Zvoln(Ij) <e.
j=1 j=1

Beweis. Da A7 (N) = A, (N) = 0, die Behauptung folgt aus der Definition von A} (siehe 3.2). "

4.4. KOROLLAR. A C R" ist abzdhlbar = A ist Lebesgue-Nullmenge.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir z € R” gilt A\,({z}) = 0. In der Tat: {z} C (z —¢el,z + €1), und
An((x —el,z + 1)) = (2¢)". Also ist A, ({z}) = 0, und die Behauptung folgt aus der o-Additivitét
von A,. (Hier ist 1 = (1,1,...,1) € R™) ]

4.5. SaTz. Fir A € L7 gilt:

.
=

An(A) inf{\,(G) : G C R" offen, A C G}

sup{\,(K) : K C R" kompakt, K C A}.

<.
S5
~

Beweis. i): Da A C G impliziert A\,(A4) < A\, (G), so ist “<” offensichtlich. Ist A, (A) = 400 so folgt
sogar “=". Sei also \,(A) < 400 und & > 0. Nach Definition existiert eine Uberdeckung A C Ujen 4
Ij € J" mit 37,y voln(j) < Ap(A) + €. Setze G 1= J;ey 1), so ist G C R” offen, und wegen o-
Subadditivitit gilt \,(G) < >°icy An(Z)) und so Ap(A) < An(A) + €. Dies gilt fiir alle € > 0, also ist
“>”in i) bewiesen.

12
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ii): Sei zunéchst A beschriankt. Dann existiert ein C' C R™ kompakt mit A C C'. Es gilt dann R™\ C €
L". Fir € > 0 existiert G C R” offen mit C'\ A C G und A\, (G) < A\ (C'\ A) + € (siehe Teil i)). Setze
K := C'\ G, dann ist natiirlich K kompakt und gilt K C A, C C K UG. Ferner

An(C) S A (K) 4 An(G) < An(K) + An(C\ A) + & = A (K) + An(C) = An(4) + €.

Damit erhalten wir A\,,(A) — e < A\, (K), und so folgt die Behauptung.

Sei jetzt A unbeschrinkt. Setze A; := AN (B(0,5 + 1) \ B(0,4)), welche Mengen natiirlich disjunkt
sind. Fiir ¢ > 0 und j € N existiert nach dem Obigen K; C A; mit \,(K;) > A, (A;) — /27, Wir
setzen Hy := U;V:1 K. Dann ist Hy € A kompakt und gilt A\, (Hy) > )\n(Uévzl Aj) —e. Die Stetigkeit
von des Mafes A, liefert A\, (A) = lim, o )\n(Uj»V:l A;), und so die Behauptung. n

4.6. LEMMA. Sei A € L™ Dann existiert eine F,-Menge F' und eine Gs-Menge G derart, dass
FCACGund \y(F) = M(A) = \(G).

Beweis. Sei erst A\,(A) < +o0. Fiir jede j € N erhélt man durch das Verwenden von 4.5 kompakte
Mengen K; und offene Mengen G, mit K; C A C Gj, K; C Kj11, G; 2 G141 und
1

An(A) — ; < MnlK) < Mal4) € M(G)) S AA) +

Somit hat man fiir F' = {J;oy Kj und G := [,y Gy, dass A\p(F) = lim; oo An(Kj) = An(A) und

An(G) = limj oo An(G5) = An(A).

Sei jetzt A (A) = +00. So gilt A (G) > A (A) = +o0 fiir alle G O A G5-Mengen. Wihle K; C Kj41 C
A kompakt mit A\, (K;) > j (siehe 4.5). Setze I = (J,; o K. Die Stetigkeit des Makes A, von unten

jEN

Bemerkung: In obigen Satz kann F' als abzéhlbare Vereinigung kompakten Mengen gewahlt werden
(dies ist eigentlich im Beweis gezeigt). Solche Mengen nennen wir o-kompakt.

4.7. SATrz. Fir A C R" gilt:
Ae LM« A= SUN, wobei N Lebesgue-Nullmenge und S als abzédhlbare Vereinigung von kom-
pakten Mengen dargestellt werden kann.

Beweis. “<”: Sei S und N wie in der Aussage, so gilt S € B(R™) C L™, und so SUN € L™.

“=" Ay ist o-endlich: A = {J;ey4; mit A\p(A4;) < +oo. Fiir alle j € N existiert S; C Aj, 5;
abzéhlbare Vereinigung kompakten Mengen und A, (Sj) = A,(A4;). Setze N; := A; \ S;. So gilt
An(Nj) = An(A4;\ Sj) = 0, und N := |J;y N; ist auch eine Lebesgue-Nullmenge (o-Subadditivitit).
Es gilt A =;en VjUSj = Ujen NjUlUjen S5 = NUS, mit S = (J;c 5;. Hier ist S auch abzéhlbare
Vereinigung von kompakten Mengen, also folgt die Behauptung. [
4.8. DEFINITION. Sei (R", A, u) Mafkraum. Das Maf p heifit (Borel)-reguldr, falls

i) B(R™) C A (d.h. alle Borel-Mengen sind messbar).

ii) u(A) = inf{u(G) : G C R" offen, A C G} = sup{u(K) : K C X kompakt, K C A} fir alle
Ae A

Gilt aufterdem

iii) u(K) < +oo fiir alle K C R™ kompakt,



§ 4. LEBESGUESCHE MASSE 14

so heifst p Radon-Maj3. Ferner definiert man: Die Restriktion des Lebesguemafses A, auf B™ heift
n-dimensionales Borel-Lebesgue-Mafs.

Wir betrachten nun mafitheoretische und topologische Eigenschaften gemeinsam.
Erinnerung: Sei X C R". f: X — R" heilt Lipschitz-stetig, falls L > 0 existiert mit | f(z)— f(y)| <
L|z — y| fir alle z,y € X.

4.9. SATZ. Sei N C R" eine Lebesgue-Nullmenge und f : N — R” Lipschitz-stetig. = f(IN) ist
eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis. Wir betrachten auf R™ die co-Norm: ||| := max{|z1]|, |z2|,...,|zn|} (auf R™ sind alle
Norme #aquivalent). Nach Voraussetzung gibt es ein L > 0 mit

(1) 1/ (@) = f(W)lloe < Lllz = ylloo  fiir alle 2,y € N.

Da N eine Nullmenge ist, existiert eine Uberdeckung N C Uj21 I mit 37y voln(Z;) < e. OBDA
konnen wir annehmen, dass I; alle Wiirfel mit Kantenlénge ¢; sind. Wegen (1) existiert ein W; Wiirfel
mit Kantenlénge L - ¢; so, dass f(IN N I;) C W;. Dann gilt

fN=frNnnp) = rwng)clyw,

JEN JEN JjEN
und ) voln (W) <Y LM = LMY 4 = L™ voly(I;) < L.
JEN JEN JEN jEN
Hier ist € > 0 beliebig, somit folgt die Behauptung. [

4.10. LEMMA. Jede offene Teilmenge U von R™ kann dargestellt werden als abzéhlbare Vereinigung
paarweise disjunkter Intervalle der Form [a,b) mit a,b € Q", oder als abzdhlbare Vereinigung nicht
unbedingt disjunkter aber kompakter Intervalle [a, b] mit a,b € Q™.

Beweis. n

4.11. SATz. Sei G C R" offen, f € CY(G,R") (f : G — R™ stetig differenzierbar) und N C G eine
Lebesgue-Nullmenge.
= f(N) ist eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis. Wir schreiben G = ;¢ Ij mit I; = [a,b;] kompakt (siehe 4.10). Die Ableitung f': G —
L(R™) ist nach Voraussetzung stetig, so ist sie auf den kompakten Menge I; beschrénkt: || f'(x)| zn) <
Cj fiir alle z € I;. Der Mittelwertsatz zeigt, dass |f(z) — f(y)| < sup,ey, |v —y| < Cjlz —y|. So ist
f auf I; Lipschitz, und aus Satz 4.9 folgt, dass f(N N I;) = 0. Somit ist f(N) = f(N N UjeN I;) =
Ujen /(N A1) =0, .

4.12. KOROLLAR. Sei G CR", f € CY(G,R") und M C G sei Lebesgue-messbar.
= f(M) ist Lebesgue-messbar.

Beweis. Nach Satz 4.7 1kt M sich als M = SU N mit S o-kompakt und N Lebesgue-Nullmenge zu
schreiben. So ist S = |J;cy K mit K; kompakt, und f(M) = f(S)U f(N) = U,y f(K;) U f(IV). Hier
ist f(K;) kompakt (denn f ist stetig) und f(/N) Lebesgue-Nullmenge (verwende Satz 4.11). Dies zeigt
f(M) e L™ "

4.13. Sarz. (R™, L™ \,) ist translationsinvariant, d.h. fiir alle a € R™ und A € L™ gilt a + A € L
und A\, (a+ A) = A\, (A). Ferner A € B(R") = a+ A € B(R").
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Beweis. Klar, dass vol,, translationsinvariant ist. = A} translationsinvariant = (\,, translations-
invariant und A € £" impliziert a + A € L").

Sei a € R™. Trivial ist: G offen = a+ G offen. Setze f : R — R", f(z) = x —a. Soist f~1(z) = x+a.
Sei ferner A := {A C R" : f~1(A) € B(R")}. Dann ist A eine o-Algebra, und enthilt alle offene
Mengen, so ist B(R"™) C A (siehe 1.4). "

4.14. THEOREM |[Charakterisierung des Lebesgue—Mafies]. Das n-dim. Borel-Lebesgue Mafs
ist das einzige regulére, translationsinvariante Maft auf B(R™) mit p([0,1)) = 1.

Beweis. Schritt 1: Sei a,b € Q" mir a < b. Translationsinvarianz = p([a,b)) = p([0,b — a) + a) =
p([0,b—a)). Dab—ac Q" soist b—a = (72,72, ... %) fiir ein my,m € Z. D.h. [0,b — a) ist
darstellbar als paarweise disjunkte Vereinigung von mjms - - - m,, Intervallen, welche aus [0, %1) durch

Translation entstehen. Wegen Translationsinvarianz erhalten wir 4([0, b—a)) = myms - - - mpp([0, 21)).

L1)). Da a([0,1)) = m"a([0, 1)), so gilt u([0, 11) =
© ) = mmm — 3 (0,6 - a)) = A(a, ).

Schritt 3: Lemma 4.10 gibt dass \,(G) = u(G) fir alle G C R” offen. Die Regularitit liefert dann
A (B) = u(B) fir alle B € B(R™). "

Schritt 2: Wir bestimmen zunéchst p([0,
Dies mit Schritt 1 zeigt u([a, b)) = ([0, b

4.15. SATz. Sei T € L(R") und A € L£™. Dann gilt:
A(T(4)) = | det T| - An(A).

Beweis. Schritt 1: Sei erst detT # 0. D.h. T : R™ — R" is invertierbar und sogar ein Hom&omor-

phismus. So gilt B € B(R") <= T(B) € B(R").

Setze p(B) := A\, (T(B)) fiir alle B € B(R™). Dann ist u ein Borel-Maf. Ferner ist p regulér:

w(B) = M (T(B)) = inf{u(G) : T(B) C G, G offen} = inf{u(G) : BC T~1G), G offen}
=inf{u(G"): BC G, G’ offen};

w(B) = M(T(K)) = sup{u(K) : K C T(B), K kompakt} = sup{u(K) : T"'(K) C B, K kompakt}

=inf{u(K') : K' C B, K’ kompakt}.

p ist auch translationsinvariant (bemerke, dass B Borel = B+ a Borel): u(B+a) = A\ (T(B+a)) =

M(T(B) + Ta) = M\(T(B)) = u(B). So gilt nach Theorem 4.14 u(B) = u([0,1)) - A\, (B). fiir alle

B € B(R™). Ferner fiir A € £ gilt A= BUN mit B € B(R") und N Lebesgue-Nullmenge. So folgt

A(T(A) = M(T(BUN)) = M(T(B) UT(N)) = A (T(B)) = p([0,1))An(B) = p([0,1))An(A), wo

wir haben auch benutzt, dass T'(IN) wegen 4.11 eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Schritt 2: Nun bestimmen wir 44([0, 1)), zunéchst in speziellen Féllen. Betrachte Matrizen der folgenden
Form:

a 0 O 0 1 1 0 0
010 0 01 0 0
«) Permutationsmatrix, [3) 001 - 0| oder ) 0 0 1 0
000 --- 1 000 - 1

Sei erst 7' der Form «). Dann ist 7'([0,1)) = [0, 1), und somit x([0,1)) = A\,([0,1)) = 1 = det(T).
Sei jetzt T' der Form () mit a # 0. Dann ist

[0,a) x [0,1) x ---x [0,1) fiira>0
(a,0] x [0,1) x ---x[0,1) fiira <O0.

7([0,1)) = {



So gilt 1([0,1)) = A\ (T([0,1))) = a = det(T).

Sei T der Form 7). Betrachte e; Standardbasisvektoren und x = x1e1 + weez + - -+ + Tpe, € [0,1).
Dann ist Tz = (x1 + x2)e1 + x2e3 + - - - xpey,. Also gilt

T7(0,1) ={zeR":0<2; <1,j=1,...,n, z2 <x1 < x2 + 1}.

Wir setzen
Bi={zeR":0<z;<1,j=1,...,n, 22 <21 <1} und
={zeR":0<z;<1,j=1,...,n, 1 <x1 <1+ a2}.
So gilt 7([0,1)) = B; U By. Ferner ist By U
(B2—e1) = [0,1). Wegen Translationsinvarianz und // 7([0,1))
Bl NBy =0 = By N (By — e1) gilt u([0,1)) = 7 ’
An(T([0,1)) = X (B1 U By) = M (B1) + An(Bg) = [0,1) / %/
An(B1) + A ( 1) = An(B1 U (B2 —e1)) = A

T gilt w([0,1)) = det(T) und somit p(B) =
det(T) A, (A) fiir alle A € L™,

An([0,1)) = det( )- Bl// B
So haben wir gesehen, dass fiir solche Matrizen / “
.

Schritt 3: Zunéchst Erinnerung an Linear Algebra: jede Matrix 1aft sich als Produkt 1" = T1T5 - - - T},
von Matrizen T der Form schreiben «), 3) oder 7). So gilt

(A) = A (T(A)) = M(Th Ty - Ti(A)) = det(T1) A (T2 - - - T (A))
— det(Th) det(To)An(Ts - - Th(A)) = - - = det(T1) det(Th) - - - det(Ti ) An(A) = det(T) - An(A).

Schritt 4: In dem Fall det T' = 0, ist T'(A) in einem Unterraum V' C R”™ enthalten. Damit ist A, (T(A)) <
A (V). Wir zeigen nun, dass A\,(V) = 0 gilt fir alle Unterrdume V' C R™ mit d := dimV < n,
und daher folgt die Behauptung auch fiir det T = 0. Man betrachtet eine orthonormale (unitére)
Transformation O mit O(V) = R% x {0}. So ist \,(O(V)) = det O - \,(V) = A\p(V). Es ist einfach
M (O(V)) = A (R? x {0}) = 0 zu zeigen. "

16
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Vorbemerkung, siehe 1.6: f: X — Y wobei X,Y beliebige nichtleere Mengen
Ist A eine o-Algebra auf Y, so ist {f~}(A) : A € N'} o-Algebra auf X.

5.1. DEFINITION.

a) Sei X eine nichtleere Menge, M eine o-Algebra auf X. Dann heifst (X, M) messbarer Raum.

b) Seien (X, M) und (Y, N) messbare Raume. Eine Abbildung f : X — Y heit (M, N)-messbar
(oder kurz messbar), falls f~1(E) € M fiir alle E € N.

5.2. LEMMA. Sei N = A,(€) die von £ C P(Y) erzeugte o-Algebra. Dann gilt:
f:X =Y st (M,N)-messhar <= f71(E)ec M firalle E € £.

Beweis. Setze A := {A CY : f71(A) € M}. Dann ist A eine o-Algebra auf X und £ C A. So gilt
nach 1.4 A,(€) C A. "

5.3. KOROLLAR. Sei f : R” — R™ stetig (allgemeiner: f : X — Y, wobei X,Y topologische
Réume).
= f ist (B(R™), B(R™))-messbar.

Beweis. Die Borel-o-Algebra wird von den offenen Mengen O erzeugt: B(R™) = A,(O). Ferner ist
das Urbild f~!(G) einer offenen Menge G C R™ offen, denn f ist stetig. So endet Lemma 5.2 den
Beweis. L]

Weitere Notationen:

a) Sei f: X — K, wobei (X, M) messbarer Raum und K = R oder C. Dann heifst f M-messbar oder
einfach messbar, falls f (M, B(R)) bzw. (M, B(C))-messbar ist.

b) Insbesondere gilt: f : R™ — C heillt Lebesque (Borel)-messbar, falls
f (L, B(C))-messbar ((B,B(C))-messbar) ist.
Vorsicht: f, g Lebesgue-messbar = f o g Lebesgue-messbar.
5.4. BEMERKUNG.

a) Sei (X, M) messbarer Raum, Y = R", Z =R™ und f : X — Y M-messbar, g : Y — Z stetig.
Dann ist go f : X — Z M-messbar.

b) Sei (X, M) messbarer Raum und f = (fi,..., fn) : X — K" Dann gilt

f messbar <= f; messbar fiir j =1,...,n.

5.5. FOLGERUNGEN. Sei (X, M) messbarer Raum. Dann gilt:
i) f:X — K" messbar = |f| : X — R messbar.

ii) f: X — C messbar = Rf, 3f : X — R messbar.

iii) f,g9: X — K" messbar = f + ¢, af : X — K" messbar, o € K. (Vektorraum-Struktur)
iv) f,g: X — K messbar = f-¢: X — K messbar. (Algebra-Struktur)

Beweis. Man verwendet Bemerkung 5.4. Zum Beispiel: iii) Betrachte die stetige Funktion P : R™ x
R™ — R"™, P(z,y) = x + y und die, nach Bemerkung 5.4 b) messbare Funktion F' : X — R"™ x R",
F(x) = (f(x),g(z)). Soist f+g= P o F, und die Messbarkeit folgt aus Bemerkung 5.4 a). "

5.6. SATZ. Sei (X, M) messbarer Raum und f: X — R. Aquivalent sind:

17
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i) f ist M-messbar. iv) f~1((—o0,a]) € M fiir alle a € R.

i) f~1((a,00)) € M fiir alle a € R.

iii) f~1([a,00)) € M fiir alle a € R. v) f7H(—00,a)) € M fiir alle a € R.
Beweis. Folgt aus 1.5 und 5.2. [
5.7. BEMERKUNG. Wir betrachten R = [—00, +00] und definieren

BR):={ACR: ANR € B(R)}.
(Dies stimmt mit iiblichen Definition von Borel-Mengen iiberein, denn R ist ein metrischer Raum mit
d(z,y) = |arctgx — arctg y|.)

a) Dann wird B(R) erzeugt durch Intervalle (a, +oc] oder [—o0,a), a € R.

b) f:X — R heifit M-messbar falls (M, B(R))-messbar.

c) f: X — Rist M-messbar <= f~1({+o0}), f 1 ({+o0}), f~H(B) € M fiir alle B € B(R).
Q)

5.5 bleibt richtig fiir R-wertige Funktionen, wenn die Operationen + bzw. - sinnvoll sind. Wir
verabreden weiterhin die Konvention “0 - oo = 0”.

e) Fiir f : X — R definieren wir f* := max{f,0}, f~ := max{—f,0}. Es gelten f = f+ — f~,
|fl=f"+f", f=senf-I[f].

5.8. SATZ. Seien f, : X — R messbar. Dann sind

a) sUp,en fn, b) infpen fn, c©) limsup, o frn, d) liminf, .. f,

auch messbar.
Beweis. a) Setze f = sup,cy fn. Nach 5.6 ist {z : f(z) > a} € M fiir a € R zu zeigen. Es gilt
{z: f(z) > a} = {z : existiert n € N mit f,(z) > a} = U {z: fn(x) > a}.
neN

Da nach Voraussetzung ist {z : f,(z) > a} € M fir n € N, die Behauptung folgt.
c¢) Ahnlich zu a): setze f = limsup,,_, ., fn. Nach 5.6 ist {x : f(z) > a} € M fiir o € R zu zeigen. Es
gilt

{z: f(z) > a} = {x : existieren unendlich vielen n € N mit f,(z) > a} = ﬂ U {z: fr(z) > a}.

~—————

neN k>n eM

eM

eM

Die Andere Aussagen lassen sich analog beweisen. [

5.9. SATZ. Seien f, f, : X — R messbar fiir alle n € N. Falls f(x) := lim f,(z) existiert fiir alle

x € X, so ist f messbar.
Beweis. Folgt aus 5.8 [

Wir betrachten nun die grundlegenden Funktionen fiir das Integral.
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5.10. DEFINITIONEN + BEMERKUNG. Sei (X, M) messbarer Raum und A C X.

a) Die charakteristische Funktion x4 von A (Indikationsfunktion von A, T4, etc.) ist definiert durch

1, x€A,
0, sonst.

xa(z) = {

b) ¢ : X — K heifst einfach, falls ¢ ist messbar und ¢(X) ist endliche Teilmenge von K.
<= ¢ ist endliche Linearkombination von x4 mit A € M und Koeffizienten aus K.

N
¢) ¢ ist einfach = ¢ = 3 a; x4, mit (X) = {a1,---an} und 4; := o~ ({a;}).
j=1
[Standard-Darstellung/

5.11. THEOREM [Approximationssatz]. Sei (X, M) messbarer Raum.

a) f: X — [0,+00] ist messbar <= existiert eine Folge (¢,,) von einfachen Funktionen mit 0 < ¢ <
o9 < -+ < fund ¢, / f punktweise.

b) f: X — K ist messbar <= Folge (¢,,) von einfachen Funktionen mit 0 < |p1| < |po| < -+ < |f]
und ¢, — f punktweise.

Beweis. a) “<": Folgt aus 5.9.

“=” FirneNund j =1,2,...,n2" setze

A= U A)), md Byi= 7 (n, o).

Dann gilt A%, B, € M fiir n,j € N. Setze ferner pg = 0 und

n2m

j—1

©On 1= ZQTXAZL +nxB,, n=>1
j=1

Natiirlich ist ¢, einfach und gilt 0 < g < 1 < @9 < --- < f. Sei € f71([0,+00)), dann existiert

ny € Nmit 0 < f(z) — op(z) < 1/2" fir n > n,. Ist f(z) = o0, dann fiir ¢, () = n fir alle n € N,

Zusammenfassend: ¢, (z) — f(x) fiir n — oo und alle z € X.

b) Sei f = g+ 1h. Wir wenden Teil a) auf g*, g~, A" und A~ an. So erhilt man &, " g*, ¥, /g7,
N/ hT, ¢/ h™. Setze o i= &y — V¥ + 1(nn — (). So gilt ¢, — f punktweise fiir n — oco. Ferner
gilt fiir 2 € X |on(2)] < |ensa(z)| < [f(@)]. n

n,+o0o)

I\.‘\‘
g

= gk

L
1

|

0

N

Ty
1

e
(\:‘k:




§ 6 Integration positiver Funktionen

In diesem Abschnitt sei (X, M, u) ein Mafiraum. Ferner sei
ti={f:X —[0,4+00], f messbar}.

Erinnerung: ¢ € M einfach = ¢ besitzt Standard-Darstellung

N
Y= Z QXA
j=1

wobei rg(f) := f(X) ={a1,---an} und A; = ffl({aj}).
6.1. DEFINITION.

a) Sei ¢ € M™ einfach mit Standard-Darstellung. Wir setzen

N
/so dp =Y aju(4;)
X J=1

und nennen diesen Ausdruck das Lebesgue-Integral von ¢ bzgl. u

/wdu :Z/sDXAdu

A

b) Falls A € M, so nennen wir

das Lebesgue-Integral von ¢ tiber A bzgl. .

M
Bemerkung: Sei ¢ = ) byxp, nicht unbedingt in standard Darstellung, by > 0, dann gilt
k=1

M
/90 dp =Y beu(B N By).

B k=1

6.2. LEMMA. Seien p,1 € M™T einfach. Dann gilt:
a) Fira>0ist [apdp=a [¢pdpu.

b) [(p+v)du= [edu+ [¢du.

) p <= [pdp< [¢dpu.

d) Die Abbildung A — 1{ dp ist Ma® auf M.

Beweis. a) Trivial aus Definition.

b) Sei ¢ = Z ajxa; und ¢ = Z brXB,, mit A; bzw. By paarweise disjunkt. Dann gilt

7j=1 k=1
N M N M M N
/sodu+/1/1du = aju(4;) +Zbk,u(Bk) = a; > w4 N By + > by p(A;NBy)
% % j=1 k=1 j=1 k=1 k=1 j=1
M N
EE:ZE: a]4—bk r\f?k /r¢7+-¢7du,
k=1 ]21 X

20
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wobei wir haben auch benutzt, dass A; = U£4:1(Aj N By) und By, = Uj’V:1(Aj N By).

N M
c¢) Analog zu Teil b): Sei ¢ = } ajxa, und ¢ = > byxp,, mit A; bzw. By, paarweise disjunkt. Dann
j=1 k=1

gilt
N N M N M M
/ pdu = ajn(A) =D aju(A; N B) < 30D k(AN By) =Y b(By) = / ¥ du,
e j=1 =1 k=1 j=1k=1 k=1 5%

wo a; = p(x) < Y(x) = by, fiir € Aj N By, gilt nach Voraussetzung.

d) Sei B =J,—; Bn, By € M und B, N By, =0, n # k. Zu zeigen ist [podu =73 ,", an o dp. Wir
schreiben einfach die Definition hin:
N 00 N

[e'S) o~ N
> [edn=Y Y auBna) =Y 0,3 u(B.n4) =Y amBna) = [edn
n=1 7

n:an n=1j=1 j=1 = i—1 B

Wir dehnen nun den Integralbegriff aus auf M.
6.3. DEFINITION. Sei f € M™, B € M. Dann heifst

/fB dy = sup{/gpd,u:()ﬁ«pg fro einfach}

B

das Lebesgue-Integral von f tiber B bzgl. .

Bemerkung:
a) Sei f € M™T einfach = die Definitionen 6.1 und 6.3 stimmen iiberein.

b) Definition impliziert, dass fiir f,g € M7 gilt

<9 = /fduﬁ/gduund/afdu=a/fdu, a>0.
X X X

X

Erstes fundamentales Resultat ist folgender Konvergenzsatz.

A
B
A

6.4. THEOREM [Beppo-Levi, monotone Konvergenz|. Esseien 0 < f; < fo <.+ <
messbar

f= lim f,.

n—oo

— f ist messbar und [ fdp = lim [ f, dpu.

Beweis. Nach Voraussetzung wissen wir [y fn du < [y fug1 dp, also existiert limy, .o [y fr dp.
Wegen 5.9 ist f = lim,_.o fn messbar. Ferner gilt f, < f und so [y fn dp < [y f du. Sei jetat
0 < ¢ < f einfache Funktion und 0 < o < 1. Definiere die Mengen A, := {z € X : f,(z) > ap(z)}.
Es gilt X = (J;2, An. Denn ist f(z) = 0, so folgt ¢(z) auch und damit z € A,. Falls f(z) > 0,
so gilt ap(x) < f(x) und deswegen fp(x) > ap(x) fir n genug grok, d.h. z € A,. Offensichtlich ist
A, € Apy1. Theorem 2.4 und Lemma 6.2 d) geben dann

oz/cpd,u: lim /agod,u< lim /fnd,u< lim/fnd,u.
n—oo n—oo n—oo

Dies gilt fiir alle a € (0,1) und 0 < ¢ < f einfach, also nach Definition fX Fdp <limg, s fX fndy. m
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Bemerkung: |  J dp ist definiert als sup iiber “riesige” Menge — / « J du ist schwierig direkt zu
berechnen.

Theorem 6.4 besagt [y f dp = lim [ f, dp, wobei f, einfach mit f,  f. Der Approximationssatz
besagt, dass solche Folgen existieren.

Eine Anwendung von 6.4 ist:

6.5. SATZ. Sei (f,) Folge in M* und f = > fn.
neN
— [fdu=3 [ fudp.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass das Integral endlich additiv ist. Sei @y < fi» 3 =1...,N mit

o} < 4,0;”'1 — f; punktweise (sieche Theorem 5.11). Lemma 6.2 b) gibt

/@?du+/s@§du+---+/s@’fvdu=/90?+<p3+---+907vdu-
X X X X

Fiir n — oo konvergiert hier die linke Seite gegen [ < J1+ -+ fv dp und die rechte Seite gegen
Jx fi+ -+ fn du (verwende Theorem 6.4). Nun definiere g, := Z?zl fj, dann ist g, < gp41 und
Theorem 6.4 liefert

[ s [ o= i fon = i 32 [ srdu=3 [ s
x J=1 X X =tk =X

6.6. LEMMA [Fatou]. Sei (f,) Folge in M™. Dann ist

/lim inf f,, du <lim inf/fn dp.
X X

Beweis. Sei g, := inf;>, fj, und g := liminf, . f, = lim,_ g,. Dann g, / g und fiir j > n gilt
gn < fj, und so [ g, dp < [ f; dp. Daher [ g, dp < infj>, [ f; dg, und aus Theorem 6.4 folgt

/liminffn du:/ lim g, dp = lim /gn dp < lim 1I>1f/fJ duzliminf/fn du.
X X X =y X

6.7. NOTATION. Es seien f, f,,9: X — K messbar.
a) f = g fast iberall, falls eine Menge N € M existiert mit u(N) = 0 und f(z) = g(z) fiir alle z € N°€.

b) fn — f fast iberall, falls eine Menge N € M existiert mit u(N) = 0 und f,(z) — g(x) fir alle
r € N°.

6.8. SATz. Fiir f € M™ gilt fod,u =0 <= f =0 fast iiberall.

Beweis. Sei zunichts f einfach, f = Z?Zl ajxa;- Dann J fdp =0 <= a; =0 oder u(A;) = 0. Also
folgt die Behauptung in diesem speziellen Fall.
<: Sei f = 0 fast iiberall. Dann fiir die einfache Funktionen 0 < ¢ < f gilt ¢ = 0 fast tiberall, also

[edp=0undso [ fdu=0.

=: Sei A, = {z € X : f(z) > 1} Damnn gilt {x € X : f(z) > 0} = 3, An. Ist p(A4,) > 0 fiir ein
n €N, so folgt [y fdu > Lu(A,) > 0. D.h. unter die Bedingung [ fdu = 0 gilt (A,) = 0 und somit
f =0 fast iiberall. n
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6.9. KOROLLAR. Sei (f,) CM™T, feMTund fi < fo < f3--- < f, < --- fast iiberall und f,, — f
fast tiberall.

= [ fdp=1lim [ f, dp.

Beweis. n

6.10. KOROLLAR. Sei (f,) C M™, fe M* f, — f fast iiberall.
— ff dp < liminf, ffn dpu.

Beweis. n

6.11. SATZ. Sei f € MT mit [ fdu < +o0 — {x € X : f(z) = +o0} ist u-Nullmenge.

Beweis. n



§ 7 Integrierbare Funktionen

Es sei (X, M, u) ein Mafiraum. Wir dehnen den Integralbegriff aus auf messbare Funktionen f : X —
K.

7.1. DEFINITION. Sei f:X — R messbar mit [, f* du < 400 und [ f~ dp < +oo.

Wir definieren
/fdu:=/f+du—/fdu,
X X X

und nennen obigen Ausdruck Lebesque Integral von f. In diesem Fall heifst f integrierbar.

7.2. SAaTz. L'(1t,R) := {f: X — R, f integrierbar} ist Vektorraum und es gilt:

/f+ozgd,u:/fd,u—|—oz/gd,u.

X X X

Beweis. Esgilt |f+ag| < |f|+]|al |g], also ist f+ g integrierbar, und o [ g = [ ag, damit ist L' (p, R)
Vektorraum wegen Lemma 6.2. Ferner sei h := f + ¢ mit f, g integrierbar. Dann h™ —h™ = f™ — f~ +
gt—g ,alsoh™+f~+g =h™+fT+g".Satz65¢gibt [hT+ [f~+ [g = [h +[fT+[gT,
also [h=[ht = [ =[fT=[f"+[gt =g =[f+[g "

7.3. DEFINITION.

a) Sei f: X — C messbar. Dann ist f integrierbar, falls

/\f|d,u<+oo.
X

b) Allgemeiner, fiir A € M heit f integrierbar iber A, falls [ |f]dp < +o0.
A

c¢) Falls f integrierbar iiber A ist, so heifst fA fdu:= fA Rfdu+ zfA Sf dp das Lebesgue Integral von
f bzgl. p tiber A.

Bemerkung;:
a) |f] <IRS|+ [Sf] < 2|f], also f integrierbar <= Rf und Jf integrierbar.

b) Wie in 7.2 zeigt man, dass L'(u,C) := {f : X — C, f integrierbar} ist ein C-Vektorraum.

7.4. Sarz. Fir f € L gilt: | [ fdu| < [ [f] dp.

Beweis. Ist [ f = 0, so folgt die Behauptung. Sei f : X — R. Damnn | [ f| = | [fT = [f7| <
T+ =[Ifl

Sei f: X - Cund [f#0.Setzea=|[f|/[f. Damn | [ fl=a[f=[af=R[af = [Raf <
JIRafl < [lafl = [If]. =

7.5. KOROLLAR. Seien f,g € L'. Dann gilt:

/fd,u:/gdu VAeM <— /]f—g|d,u:0 < [ = g fast {iberall
A A X

24
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Beweis. Nur die erste Aquivalenz ist zu zeigen.
<: Gilt [y |f—g|ldp=0,so0ist f =g fast {iberall, und so [, fdu = [, g dp fir alle A € M.

=: Wir zeigen z.B., dass Rf = Rg fast iberall (If = Jg geht genau so). Nach Voraussetzung
JoRfdu =R [, Rg dp fiir alle A € M. Insbesondere gilt dies fiir Ay := {x € X : Rf(z) > Rg(z)}
und A_ = {z € X : Rf(z) < Rg(z)}. So erhélt man p(A_) = 0 und p(A4+) = 0, und somit die
Behauptung. n
7.6. THEOREM [Lebesgue, Dominierte Konvergenz|. Sei (f,) C L! derart, dass

i) Es existiert messbare Funktion f mit f,, — f fast iiberall

ii) Es existiert g € L', g > 0 mit |f,,| < g fast iiberall fiir alle n € N.

= feLl'und [f= lim [ fn.

Beweis. Es gilt f € L', denn |f| < g fast iiberall. Es gilt |f, — f| < |ful + |f] < 29, also gilt
hn =29 — |fn, — f| > 0. Wende nun Lemma von Fatou auf h,, an:

Fatou
/diu:/liminfh dp < liminf/Qg—|f—fn|d,u:/2g—|—liminf/—]fn—f|du

X X X X
/wAmmjmlﬂw

Dies zeigt, dass limsup,,_, [ |fn — f| dp = 0, und so limy, oo [ |fn — f] de = 0. Also

’/fndu—/fdu
X X

7.2

—fdu‘</]fn—f|d,u—>() fiir n — oo.

Bemerkung: Existenz einer Majorante in Theorem 7.6 ist wesentlich. Beispiel: X = R, u = Ay,
fn= nX(g,1]- Dann f,, — 0 punktweise aber fo 0,1] fndAi =1.

Anwendung auf gliederweise Integration von Reihen.

7.7. SATZ. Sei (f,) C L' mit 3", [y [ fal dpt < +oo.
= > > | fn konvergiert f.ii. gegen ein f € L'(X, ) und

!gnw /nw

an

Beweis. Setze g:= o7 |fa]. Satz 6.5 gibt [g =3 [|fu] < +o0. Satz 6.11 liefert dann Y | fn(x)| <
+oo fast iiberall, und konvergiert »_ f,(z) fast iiberall. Ferner gilt ‘Zjvzl fj‘ < g fiir alle N € N.

Lebesgue-Satz 7.6 zeigt [ > fr=>_ [ fa. n

7.8. SATz |Differenzierbarkeit von Parameterintegralen]. Seien a,b € R, a < b, (X, M, )
Mafraum und f : X x [a,b] — C. Es gelte

i) f(-,t) € LY(u, C) fiir alle t € [a, b].

ii) %{ existiert auf X x (a,b) und es existiert g € L' (u, R) mit

Yz, t)) < g(z) fir alle (z,t) € X x [a,b].
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Dann ist F : [a,b] — C definiert durch

Fvwzjf@wdmm
X

differenzierbar auf (a,b) und es gilt

S0 =5 [ 7.0 duta) =

X

d
<@t dule)

—

f(x7tn)7f(x7t0)
tn—to

f

Beweis. Es gilt %(az,to) = limy, ¢, , also ist z — %t(m,t) fir alle t € (a,b) messbar.

Der Mittelwertsatz und ii) geben
’ f(z,tn) — f(z,to)

| <1/, 9)] < g(a).

—to
So folgt nach dem Satz von Lebesgue 7 6
, _ flx,tn) — flx,to) B 8i
Pt = i [ SR ) - [ S wto) auto)
X
(Dies gilt fiir alle (¢, )nen mit ¢, — to, und so folgt die Behauptung.) n

Diskussion [Zusammenhang mit Riemann-Integral]: Seit) =a <t; < --- < t, = b Partition
P von [a,b]. Sei f : [a,b] — R beschrankt. Setze

Opf = Z Mj(t]’ - tjfl), Upf = ij‘(tj - tjfl),
7j=1

j=1
wobei Mj:= sup f(z), and m;:= inf f(z)
we[tj_l,tj} Jje[tj—l?tj]

Falls infp Opf = supp Upf, so heifst f Riemann-integrierbar und fab f(s)dz :==infpOpf =supp Upf
heifst das Riemann-Integral von f.

7.9. THEOREM. Sei f : [a,b] — R beschrénkt. Dann gilt:

a) f Riemann integrierbar = f ist Lebesgue-messbar (daher auch Lebesgue-integrierbar) und

frmde= [ fan

[a,b]
b) f Riemann integrierbar <= Menge der Unstetigkeitsstellen von f ist Lebesgue-Nullmenge.
Beweis. a) Sei f Riemann-integrierbar, setze G'p := > 11 MjX (1, ¢, 9P = D_j—1 M X(t;_,,t;]- Dann
Opf = [Gpdiund Upf = [ gpdA. Dies gilt fiir alle Partitionen P von [a, b]. Nun wihle Partitionen

P, C P,t1 mit Op, f — f; f(z) dz und Up, f — f; f(z) dz. Setze G := lim, oo Gp, und g =
lim, o gp,. Dann sind G, g messbar und gilt g < f < G. Daher

b
/ f(z)dz = lim Up f = lim / gp, dX PR / lim gp, d = / g d)\ und

b
/ f(x)dz = lim Op, f = lim / Gp, d) Feeee / lim Gp, d\ = / G dA,

n—oo

d.h. [GdX = [gd\ (denn G > g), somit G = g fast iiberall. Ferner ¢ < f < G, so g = f = G fast

iberall. Da (R,.Z, \) ist vollstandig, ist auch f messbar und Integrale stimmen {iberein.

b) Ohne Beweis. -
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Beispiel: f[0,1] — [0,1] und Q := QN [0,1]. Dann xq ist nicht Riemann-integrierbar (da iiberall
unstetig), aber xo = 0 fast iiberall, also ist auch Lebesgue-Integrierbar und [ x¢g d\ = 0.

Bemerkung: Vergleich Riemann Integral - Lebesgue-Integral.
Riemann: Zerlege Definitionsbereich [a, b] in Teilintervalle und approximiere f von “unten nach oben”
durch Funktion, welche konstant auf jeden Teilintervall ist.
Lebesgue: Wihle Folge von einfachen Funktionen (¢;) mit ¢; 7 f.
Wihle ¢}, insbesondere wie in Approximationssatz 5.11, d. h.
zerlege Wertebereich von f in Teilintervalle /; und approximiere f durch
Konstante auf f~1(I;).
Vorteil der Lebesgue-Theorie:

e Konvergenzsitze

e wichtige Funktionsrdume versehen mit “Integralnormen” sind vollstandig bzgl. Lebesgue-Integral,
aber nicht bzgl. Riemann-Integral. Beispiel: L? — Quantenmechanik.



§ 8 LP Riaume

LP-Riume verallgemeinern L' und spielen eine wichtige Rolle in der modernen Analysis.
In diesem Abschnitt sei (X, M, u) ein Mafiraum.

8.1. DEFINITION.

1
a) Sei 1< p < co. Setze || f|, := (/ T du) g
X

b) Sei 1 < p < 0. Definiere

LP = LP(X,M,1,K) := {f: X — K messbar und [ f|, < +oo}.

8.2. BEMERKUNG.

a) Sei f € LP, ||fllp=0<<= feN(u) :={f: [ messbar und f =0 p-fast iiberall}.
ST fllp=0= [[fP=0=[fP=01Li = feN(u).
“«<": Klar|

b) LP ist ein Vektorraum.
[fr9€ £ = |f + g < 2max{[f],]g]})” < 2°(IfP +[g]").]

c) Notation || f|, deutet auf Norm hin.
Il fll, = 0= f =0 fast tiberall, aber f = 0 nicht notwendigerweise.

d) N (u) ist Untervektorraum vom Vektorraum aller messbaren Funktionen.

f~g 2L f—g9eN(u) (< f=g pfastiiberall)

definiert eine Aquivalenzrelation.

8.3. DEFINITION. Fiir 1 < p < oo definieren wir den Faktorraum
LP(X, M, p, K) = L(X, M, p, K) /N (1)

Abkiirzende Schreibweise: LP(p), LP(X), LP, usw.
STILLSCHWEIGENDE UBEREINKUNFT: Anstatt [f] = f 4+ N (u) schreibt man kurz f, d. h. wir

identifizieren Funktionen miteinander, welche p fast iiberall iibereinstimmen.

8.4. SATZ [Holdersche Ungleichung]. Es sei 1 < p,q < oo mit 1/p + 1/q = 1 (konjugierte
Ezponente). Dann fiir alle f € LP(X, ) und g € LI(X, u), gehort f - g zu LY(X, p) und

1= gl < 1 £1lp - llglle-

" genau dann, wenn «|f|P = [|g|? fast iiberall fiir a, 8 # 0.

)

Ferner gilt “=
Zum Beweis zunichst ein Lemma:

Lemma [Youngsche Ungleichung]: Sei a,b € R;. Dann gilt
a? | bl S T
“=" gilt genau dann, wenn a = b.

Beweis. (]

28
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Bewies der Hélder-Ungleichung: Natiirlich ist fg messbar. Seien G := g¢/||g||; und F := f/||f|l,
(falls wir mit 0 dividieren sollten, folgt g = 0 oder f = 0 fast iiberall, und die behauptete Ungleichung
ist trivial). Anwenden der Young-Ungleichung in jedem Punk xz € X gibt nach Integration

V@) EOP 4y (100 gy 1,1
HprHqu o= [Irween e < [ e [EE =5 =t

und die Behauptung folgt. n

8.5. SAaTz [Minkowskische Ungleichung]. Sei 1 < p < oo und f,¢g € LP(X, ). Dann

1+ glly < [1fllp + llgllp-

Beweis. Verwende die Holdersche Ungleichung:
If +gllp < / L 1f+glP ™ du+ / gl - |f +glP~t dpe

e I+ 9P g+ llglly - I + 9P llg = (1fllp + Ngllp) - Lf + g2/

Die Behauptung folgt nach Dividieren mit dem rechten Term und p — p/q = 1. [

8.6. KOROLLAR. Die Abbildung || - ||, : LP(X,u) — Ry ist eine Norm und (LP,|| - ||,) ist ein
normierter Vektorraum.

Beweis. i) |[f|l, =0 < f =0 fast iiberall

i) [leflly = laf - I fllp, a € K

iii) Dreiecksungleichung: ||f + g|l, < [ fllp + [l9ll, (Minkowski-Ungleichung).

Es gilt sogar mehr:
Erinnerung: Ein vollsténdiger normierter Vektorraum (d.h., in dem jede Cauchy Folge konvergiert)
heifit Banachraum.

Zunichst ein Hilffsatz:

8.7. SATZ. Sei (E,| - |) normierter Vektorraum. Dann ist E vollstindig <= jede absolut kon-
vergente Reihe konvergiert, d.h. fir alle (z,) C E mit > 7, ||zs]| < +oo existiert ein € E mit

limm_,ooHZT:1 Ty — xH =0.
Beweis. “=": Da (Zg;l :cn)m eine Cauchyfolge ist, folgt die Behauptung.

“«<" Sei (z,) € X eine Cauchyfolge. Zu ¢, := 2% wihle Ny, € N mit |2, —2,,|] < 27F falls n,m > N.

Dann existiert es eine Teilfolge (zp, ) mit ||@n,,, — Zn,|| < 27" fiir alle k € N. Sei yg, 1= 2, , — T,

Dann Y .2 |lyk|l < +oc. Nach Voraussetzung existiert es y € E mit

m
lv = 3w = 1y = s = 20l 0 el 0.
k=1

Eine Teilfolge von () konvergiert und (z,) ist Cauchy, also konvergiert auch (zy,). "

8.8. SATZ [Riesz—Fischer|. Sei 1 <p < oco. Dann ist LP(X, ) vollstandig.
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Beweis. Sei f, € LP(X, ) mit > o7 || fnllp = K < +00. Nach Satz 8.7 es ist zu zeigen dass » - | f;
konvergiert in LP. Setze Gy, := 37, [ f| und G := 322, | f5|. Dann [|Gyll, < 370 [ fjll, < K fiir alle
n € N. Satz von monotonen Konvergenz liefert

/Gpdu: lim /Gfld,ung<+oo.
n—oo
X X

Dass heift G € LP(X,p) und G(x) = 3772, [fj(z)| < +oo p-fast iiberall, insbesondere konvergiert
F(z) = 3772, fi(z) fiir fast alle € X. Dann |F| < G, daher I € LP(X, p1). Ferner

P> pf < 2oy e L)
j=1

nach Satz von Lebesgue

i p n p
L Syl SRTEY
J=1 P X J=1

8.9. SATZ. Sei fp, f € LP(X,p) mit f, — fin LP (d.h. ||f, — f|[; — 0). Dann existiert dann eine
Teilfolge fy, , so dass fy, () — f(z) p-fast iiberall.

Beweis. Folgt durch die Beweise von 8.7 und 8.8. [

Erinnerung an Lineare Algebra

Sei E komplexer Vektorraum, versehen mit Skalarprodukt.
Setze ||z|| = \/(z,x) fir z € E. Dann ist ||z|| Norm auf E. Ist (E,| - ||) vollstdndig, so heift E
Hilbertraum.

8.10. SATz. L%*(X,p) ist ein Hilbertraum beziiglich des Skalarprodukts

(f.9) = / fgdu.
X

Beweis. [ ]

8.11. Der Fall p = ¢

Sei f: X — K messbar. Dann heifit f wesentlich beschrinkt, falls es ein o > 0 existiert mit u({x €
X :|f(x)] > a}) = 0. Ferner heifit

[flloc == inf{a > 0: p({z € X : [f(z)] > a}) =0}

das wesentliche Supremum von f.

8.12. DEFINITION. Den L°°-Raum ist definiert durch:

L2(X, p) == L72(X, Evﬂ’K)/N(ﬂ)'

8.13. THEOREM |[Eigenschaften von L°°].
a) |f] < ||fllec p-fast tiberall.

b) Fir f € L' und g € L gilt || f - gl < [[fll1 - [|glloc-
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¢) ||+ s ist eine Norm.
d) ||fn— fll = 0 = es existiert ein A € M mit u(A°) =0 und f, — f gleichméssig auf A.

e) (L>®(X, ), |l |lso) ist ein Banachraum.

Beweis. m

8.14. Satz [LP Interpolation Ungleichung]. Seien py,p; € [1,00], 0 € (0,1) und p% =10, 0

po p1
Sind f € LPo(X, u) N LPY (X, ), dann f € LP9(X, u) und gilt

—0 0
£ llpo < 1f 1 £ 115, -

Beweis. Setze g := |f|1=9P0 und h := |f|%P%. Dann gh = |f|(1=Pe+0ro — | f|Po | ferner gilt

__Po Pl
g € L= (X, ) und h € L% (X, p) und [|Fllpg = llghlly < llgll 2o - [IR]l 2 = L5~ - 1 fligee

T=0)pg P
mit der Verwendung der Holderschen Ungleichung. [

8.15. Sarz [Allgemeine Ho6lder-Ungleichung]. Sein € Nund 1 < p; < oo, f; € LPi fiir

i=1,...,m. Sei ferner 1 < p < 0o so, dass % =y, p%' (“1/00 = 07). Dann gilt

ﬁfl € L? und Hﬁ fi
i=1 i=1

n
=TTl
=1

Beweis. Mit Induktion. n

8.16. SaTz. Sei (X, M,pu) ein endlicher Mafraum und 1 < r < p < oco. Dann gilt LP(X,pu) C
L"(X, p). Ferner gilt || f|jco = limy o0 || f||p fiir f € L(X, ).

Beweis. n

8.17. SATz. Es gilt LP(X, ) C L' + L*®(X, 1), d.h. jedes f € LP 1ift sich als f = g + h zerlegen,
mit g € L' und h € L.

Beweis. Der Fall p = oo ist trivial, also sei p < co. Sei f € LP(X, ). Setze A :={z € X : |f| > 1}
und h:= xaf, g := xx\af. Dann g € L>(X, u) und h € LY(X,p), denn

/’f\dM:/\f\dMS/\flpdu§/|f]pdu.
X A A X



8 9 Der Satz von Fubini und Anwendungen

Problem: Vertauschung der Integralreihenfolge bei Doppelintegralen.

9.1. Beispiele und Motivation
Sei I = (0,1) x (0,1) Cc R?, f: I — R stetig, dann gilt

/1/1f<x,y>dydxi/l/lfmy)dxdy
0 0 0 0

In Allgemein NEIN!

. . 2_y?
Beispiel: f(z,y) = % oy el

1 11
1 17
Dann: /f(x,y)dy i ://f(x,y)dydx—arctg0—4
0 0 0
1 11
[tent = = [ [repdra=-]
z,y)der = ] T,Y)ar ay = 4
0 0 0

T 1
Beobachtung: Fiir 0 <y < List [ f(z,y)dy = 5= = [|f(z,y)|dy > &
0

0
1 1
;»O/O/\f(x,y)ydy dz =00, d h. f ¢ L'(I).

—_———

1
25

Vereinbarung + Notationen: Wir benutzen die Notationen: x € R", y € R™, z = (x,y) €
R™ x R™ = R"™_ Wir schreiben weiterhin

[tamar= [fepdn [fena= [ eyt [ f@d= [ fdum.
Rn Rn R™ R™

Rn+m Rn+m

9.2. SATZ.

a) Sei A€ L" Be L™ und \,(B) = 0. Dann ist Ap4m (A x B) = 0.
b) Sei A € L™ B € L™. Dann ist A x B € L™,

c) Sei A€ L™ B e L™ Dann gilt Ayym(A x B) =\, (4) - M (B).

Beweis. n

9.3. THEOREM. Sei f : R"™" — R messbar derart, dass [p.im f(2) dz existiert. Dann existiert fiir
fast alle z € R™ das Integral [, f(x,y) dy, und gilt

/ f(Z)dZZ/(/f(a:,y)dy> dz.

Rner R” RmMm

32
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Zum Beweis brauchen wir folgende Definition:

Fubini-Eigenschaft: FEine messbare Funktion besitzt die Fubini- Figenschaft, falls fiir fast alle x € R™
das Integral [, f(x,y)dy und das Integral [p. . f(2)dz existiert, und es gilt

/ f(Z)dZ=/</f(a:,y)dy> dz.

Rnt+m R RmM

Notation dafiir: f € F.

Beweis. Umformulierung der Aussage: jedes f : R™™™ — R messbar derart, dass [pa.m f(2) dz
existiert, besitzt die Fubini-Eigenschaft.

Schritt 1: Fir A € L™, B € L™ gilt xaxp € F.

Schritt 2: Fir € F und c € R gilt ¢f € F.

Schritt 3: Fir f1, fo € F so, dass fRn+m fi(z)dz + fRn+m f2(2) dz sinnvoll ist. Dann ist f1 + fo € F.
Schritt 4: Sei 0 < f1 < fa, fo € Fund [paim fo(2) dz = 0. Dann ist f; € F.

Schritt 5: Sei 0 < fr, € Fund fr, / f. So gilt f € F auch.

Schritt 6: Sei G € R"™™ offen. Dann ist xg € F.

Schritt 7: Sei G € R"™ eine Gs-Menge mit A\pim(G) < +oo, dh. G = ;2 G; mit G; offen,
Gj 2 Gj41 und A1, (G1) < 400. Dann ist xg € F.

Schritt 8: Sei N € L*™ eine Nullmenge. Dann gelten

a) xy € F b) A (Ngz) =0 fiir fast alle z € R™.

Schritt 9: Sei A € L™ mit \yim(A) < +00. Dann ist x4 € F.
Schritt 10: Fiir A € LT gilt x4 € F.

Schritt 11: Sei ¢ > 0 einfache, messbare Funktion. Dann ¢ € F.
Schritt 12: Sei f > 0 messbare Funktion. Dann ist f € F.
Schritt 13 [Beweis des Theorems]:

n
Definition: Sei A C R™™ und z € R™. Dann heifst
Ay ={yeR™: (z,y) € A}.
Schnitt von A an der Stelle x.
9.4. LEMMA.
i) A C R"™ messbar = A, ist messbar fiir fast alle x € R™.
ii) f:R"™ — K messbar = f(z, - ) : R™ — K messbar fiir fast alle z € R"
Beweis. m

9.5. THEOREM [Fubini|. Sei M C R™" messbar und f : M — K messbar. Dann gilt

i) f(z, -): My — K ist messbar fiir fast alle z € R"”, und
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ii) Fiir f € LY(M) gilt f(z, - ) € LY(M,) fiir fast alle 7 € R,
(az — [ flz,y) dy) € L'(R™) und
My

/f(Z) dZ:/(/ f(:z,y)dy) dz.
M

R™ M,

Beweis. m

9.6. THEOREM |[Tonelli]. Sei M C R™ messbar und f : M — [0, oo] messbar. Dann gilt
i) f(x, -): M, — [0, 00] messbar fiir fast alle z € R”

ii) z— [ f(z,,y)dy, definiert auf R" ist messbar und

M
/(/ f(z,y) dy) dx:/f(z) dz € [0, +o0].
M

R™ M,

Beweis. m

9.7. KOROLLAR [Fubini-Tonelli]. Sei M C R"™™ messbar, f : M — K messbar und f die
triviale Fortsetzung von f auf R, Ist eines der 3 Integrale

[ [1iewlaas [ [1feplaa. [ (7]

R R™ Rm Rn Rn+tm

endlich, so sind alle endlich und einander gleich.

Beweis. m

9.8. GEOMETRISCHE INTERPRETATION DES INTEGRALS. Sei M C R" messbar und f: M —
R messbar. Dann gilt

/f(x) de = MH({(2,0) €R™L 0 <t < f(z),z € M})
M =:A
= “Mak der Punktmenge unter dem Graphen”.

Denn: wende Tonelli auf f = x4 an.

vt = [ oxadten ™= ([t a)do= [ oo dds = [ )i
R™ R M

Rn+1 R™ Ag

9.9. CAVALIERISCHES PRINZIP. Sei M C R"™! messbar = A" "1 (M) = [ \"(M;) dt mit
R

M;={z €R": (z,t) € M}

Denn: Tonelli mit xas:

N = / xu d(z, t) T"E“‘//XM(x,t) dx dt://XMt(x) dxdt:/)\”(Mt) dt.

Rn+1 R R R R R
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9.10. BEMERKUNG.

a)

b)
c)

)

Es seien (X, M, pu) und (Y, N,v) o-endliche Mafriaume. Analog zu der Definition des Lebesgue-
Mafes definiert man das Produktmaf$ p @ v von p und v.

1) Setze E:={Ax B: Ae M,B e N}, und p(A x B) := u(A) x v(B).
2) Setze p mit der Hilfe des Satzes 3.2 fort: ¢* ist das von p induzierte dusseres Mak.

3) Betrachte die ¢* messbare Mengen A und die Einschrankung von ¢ von ¢* auf A. So erhilt
man (X X Y, A, ¢) ein vollsindiger, o-endlicher Mafraum (sieche Theorem 3.6).

4) Fir ¢ und A € M, B € N} gilt ¢(A x B) := u(A) x v(B).
Setze @ v := ¢. So heift (X x Y, A, u® v) der Produktmafiraum von (X, M, u) und (Y, N, v).
Fiir g = Ay, und v = A, ist das Produktmalt A\, ® A\, = A

Die Analoge Aussagen zu den Sétzen von Fubini und Tonelli gelten auch in dieser allgemeinen
Situation.

Man kann das Produkt von beliebig vielen Makrdumen definieren.

9.11. BEISPIELE.

a) Volumina von Zylindern.

Sei M C R" Lebesgue-messbar, a € R""!. Die Menge Z := {(x,0) +ta € R""\ z € M,0<t <1}
heillt “Zylinder mit Basis M und Kante a”.

Setze T : R** — R T(z,t) i= (2,0) + ta. = T € LR"M) = Z = T(M x [0,1]) € £"H!
nach 4.12 und

1
AL Z) 2 | det T AVTH (M x [0,1]) = |detT|/)\”(M) dt = | det T| A (M).
0

Fir die Determinante von T hat man:

1 0 -+ 0 a
0o . as
detT =| : : = Qn+1,
1 a,
0 -« - 0 apgt

also N1 (M) = |ap11) A\ (M) = “Hohe x Fliche der Basis”.

b) Volumina von Kegeln.

M C R™ messbar, a € R""1. Setze K := {(1 —t)(2,0) +ta € R*™ : 0 <t < 1,2 € M} (Kegel mit
Basis M und Kante a). Wihle 7 : R"*! — R (z,¢) + ((1 — t)z + t(a1,- -~ an),t apy1). Dann
ist T'e C*° und K =T (M x [0,1]); 4.12 — K messbar.

A ist Bewegungsinvariant = oBdA a = (0,k),k > 0.

, t>kodert <0

0
Cavalieri 9.9 = \""(K) = /)\ (K:)dt mit Ky = { (1 _ %)M’ 0<t<k

- ]A”((l - %)M) dt



4.15

Setze Sy(M) = (1 — )M mit Sz := (1 - %)x, z € R™. Bs gilt S, € £L(R) und A(Sy(M)) 2
| det S|\ (M) = (1 . %)n)\”(M)

k 1
n k
. n+1 _ n _t — \n n —_\n .
also: A"L(K) = A(M)/(l k) dt )\(M)k/s ds = A" (M) - =
0 0
1
- \(Z).
n+1 (2)

c) Volumen der Einheitskugel in R". Fir g € R” und r > o setze B"(zg,7r) = {z : © €
R"™, |z — x| <r}, und B™ := N"™(0,1). Es gilt

1
W : )\ (Bn) Cavaherl/)\nl(BZl) dt  mit BZ’L :anl(oj /1_t2)
-1

Hier gilt \*"1(BP) = (V1 — )" L A (B! =

—_——
=Wn—1
1
(%) Wp, = Wp—1 /(1 — )T Sdt
—1
| —
=:b,
Berechne b,, via Substitution t := —cosz, dt = sinz dz.
bn—/sm z dz /Sln”xdaz
0 0

Analysis II: by, = 7 H 2l , bopy1 =2 H 2l+1

= bpby_1 = 273. Emsetzen in (%) hefert wn = bpbp_1, wp_g = Q%wn_Q.

Nun:  w; = A((~1,1)) =2
- wg =bowi =2by =1

T 2n+1 "
— = — =
T T T s et )
zusammenfassend: .
mT2
= 1(B™) = >1
wy, = vol(B") I‘(%—i—l)’n_ )

daT(3) =7 T(n+3)=0(3) lljo 241

36



§ 10 Der Transformationssatz und Anwendungen

Erinnerung: Seien U,V C R” offen und g : U — V eine Funktion. ¢ heikt C'-Diffeomorphismus,
falls g bijektiv und ¢ als auch ¢~ stetig differenzierbar. Die Ableitung von g wird durch ¢’ bezeichnet.

10.1. THEOREM |[Transformationssatz]. Seien U,V C R" offen und g : U — V ein C!-Diffeo-
morphismus. Dann gilt f € L1(V) <= (f o g)|det¢’| € £L}(U) und in diesem Fall gilt

/ f() da = / (f 0 9)()|det g/ (3)| dy.
174 U

Der Bewelis ist etwas miihsam also nur in einem einfachen Fall:

Satz [Spezieller Transformationssatz]: Sei T'€ GL(R") (also T': R” — R" linear und invertier-
bar), M C R™ messbar, a € R" und f € L(a + T(M)). Dann gilt

/ f(x)dx:/f(a+Ty)|detT|dy.
M

a+T(M)

Mit anderen Worten: Sei g(z) :==a+ Tz, g : R" — R™. Dann

/ (f 0. 9)(y)|det g/ (y)| dy = / f(x) da

M g(M)
fir f € LY(g(M)).

Beweis. Es reicht die Aussage nur fiir positive Funktionen zu beweisen. Bemerke zunéchst, dass
g'(y) =T. Setze B :={(x,t) : x € g(M),0 <t < f(z)} und B := {(y,t) :y € M,0<t < (fog)y)}
Definiere T : R™*! — R durch T(z,t) := (Tx,t). So ist T linear und detT = detT und gilt
B = a+ T(B). Satz 4.15 liefert Ayi1(a + T(B)) = |det T| - Any1(B). Aus 9.8 wissen wir A,41(B) =
fg(M) f(z) dz und Ay (B) = J1;(f © 9)(x) dz. Diese zusammen liefern die Behauptung. n

10.2. BEISPIEL [Ebene Polarkoordinaten].
Sei (z,y) € R?\ {(0,0)}. Dann existiert eindeutig ein r >

0,¢ € [0,27) mit

P oo N = TCOSY

1
; ; ri= (2 +47)
T | Yy= rsing

Definiere g : R? — R? via (r,¢) — (r cos @, rsin ) und

U: = {(rne)eR?:r>0,0<p<2r}
V: = R?\{z€R:z <0} geschlitzte Ebene

= g|v ist ein C'-Diffeomorphismus von U auf V und

cosp —rsinp
sin ¢ T COS @
= det ¢(r,p) = r > 0 fiir alle (r,¢) € U. Da R?*\ V und U \ U Nullmengen in R? sind gilt:

g,(T’, 90) =

Korollar: Eine Funktion f : R? — R ist Lebesgue-integrierbar
< die Funktion ((r,¢) — rf(rcos¢p,rsing)) € L' (R4 x [0,27]). Es gilt in diesem Fall

2 oo

/f(x,y)dxdy://f(rcoscp,rsingo)rdrdgo.
R2 0 0

37
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10.3. BEISPIEL [Kugelkoordinaten].
Definiere g : R? — R3 durch

g(r, @, ) = (rcospcosd, rsinpcosd, rsinid)

und

U: = Ry x(0,2m) x (=3, 5)
V: = R*\R; x {0} xR

Dann ist g|y ein C!'-Diffeomorphismus von U auf V.

cospcostd —rsinpcosty —rcospsind

g (r,o,9) = | sinpcos? rcospcosy) —rsinpsind
sin ¢ 0 rcosv
So ist die Jacobi-Determinante:
det ¢'(r,p,9) = sind [r?sin? gsind cos ¥ + r? cos? gsin v cos ]

+72 cos ¥ [cos? g cos® ¥ + sin? g sin? 9]
= ...=7r2cos? >0

Korollar: Eine Funktion f :R3 — R ist Lebesgue-integrierbar

%
/ f(rcos @ cos ), 7sin @ cos ¥, rsin ¥)r? cos ¥ di) d dr.

Beweis. Verwende den Transformationssatz 10.1, den Satz von Fubini 9.3 und &hnliche Argumente
wie in 10.2. ]

10.4. BEISPIEL [n-dimensionale Kugelkoordinaten]. Analog zu Kugelkoordinaten fithren wir
die folgende Transformation ein: g : R™ — R"™ durch

g(rye1, 02, ... on—1) = (1,22,...,2,) mit
T1 =Tsinp,_1,
Tg = T COS Q1 SIN Pp_2,

T3 = T COS Pp_1 COS P2 SIN Py, _3,

Tp—1 = T COS Pp_1 COS Pp—2 COS Y3 - - - COS Y2 Sin Y1,

Xy = T COS (Pp_1 COS Pp_2 COS Pp—3 + + - COS (P2 COS (V7.

Dann ist
. m™ T m™ T ™ T n
g:Ryx(0,2m) x (5,2) x (3,2)x - (5,5) >R
Vv
n—2
ein C'-Diffeomorphismus. Die Jacobi-Determinante det ¢'(r, 1, ..., pn_1) ist
singn_1 T COS P —1
COS Pr—1 SiN Y —2 —rsingy,_1sinp,_2 7 COS PYpn—1 COS P —2
COS (P —1 COS Pp—28iNPp_3 —TSinYy_1COSPp_2SiNYy_3 —TCOSPYp_1SiNYny_2sinP,_3
COS Pp—1 * + + COS P2 Sin 1 —7sin @y, _1 - -Cos @3 sin p1 —7" COS 1 SIN P32 - - - COS (P2 Sin 1

COS (P —1 * - - COS (P2 COS Y1 —rsin pp_1 - - - COS P2 COS P1 —1T COS Yp—1 8N p_2 - - - COS (P2 COS Y1
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Daher erhilt man det ¢ (r,01,...,0n-1) = ™ ' A,(p1,...,0n_1). (Bemerkung: hier gilt eigentlich
Ap(@1,- -y on—1) =det g’ (1,01, ...,0n-1).) Man kann A, (¢1,...,pn—1) genau bestimmen durch Ent-
wicklung der Determinante nach der ersten Zeile:

Ap (1, s pn—1) =sing,_1 - (—sinp,_1) - (cos <pn_1)"_2An_1(cp1, R Y
— €08 @n_1- (oS Pn_1)"""An_1(p1,. .., Pn-2)
—(cos (Pnfl)n_2An71(§017 e Pn2).

So bekommt man rekursiv

An(o1, ..oy on—1) = —(cos gon_l)"*zAn_l(cpl, ey Pp—2) =
—(cos pn—1)""2(cos Pn—2)" "7 -+ - cos 2.

Damit ist det ¢’(r, ¢1,...,¢n_1) = ™ (cos@n_1)" 2(cos @, _2)" 3 --cospy. Im Folgenden werden

wir aber den genaue Wert der Jacobi-Determinante nicht verwenden.

Korollar: Eine Funktion f: R™ — R ist Lebesgue-integrierbar
<= die Funktion h(r, ©1,...,0n_1) := f(9(r,01, ., Pn_1))r" L An(@1, ..., on_1) in L} (R4 x [0, 27] x

15, 5] x---[5, 5]) liegt. Es gilt dann
oo 21 % 1
/f(Z) dz = /// / 91, on ) A (@1, on1) dpr - dipa dgy dr
R 00~z -z
Beweis. Analog zu 10.3. L]

10.5. BEISPIEL [rotationssymmetrische Funktionen|. Eine Funktion f:R" — C,n > 2 heift
rotationssymmetrisch, falls f : Ry — C existiert mit f(z) = f(|z]), = € R™.

Satz: Fiir eine rotationssymmetrische Funktion f gilt:
fe LR < [r—r"1f(r)] € LY(R}) und

f(x)dz =0y, f(r)r”_l dr,
/ /

wobei 0,1 € R4 nur von n abhéngt.

Beweis. Sei f rotationssymmetrisch und fwie in der Definition. Wir verwenden 10.4. Dazu bemerke
zuerst, dass |g(r, ¢1,...,¢n-1)| = r. So erhalten wir

/ f(z)dz
Re

™

2

o
3

f(g(ra Plyeeey @n—l))rnilAn(gph ey ‘Pn—l) d@n—l .. dSOQ d‘Pl dr

Il
0\8
L

gmm

Bl

(]
3
SERRE]

J?(T)rn*lAn(SOl, ooy on—1) dpp_1 ... dpg depy dr

Il
0\8
o

—

Wl

n(@1, . on1) dpp_1... dpa dpr dr

us

-2

2T
0

an_l/f(r)rnl dr,
0

Il
0\8
\
N\Iﬂ\w\:

\wb\

oy



wobei

n(@1, - on1) dop_1... dps der.

\,w\d
\w\ﬂ

2w
e
Op—1 =
0

(SIE]
SE

n

Um o, zu bestimmen kénnten wir direkt die Form von A, (¢1,...,pn—1) verwenden, aber wir geben
einen anderen Zugang:
10.6. BEISPIEL [Berechnung von [p, e~al7” dz]. Fiir a > 0 gilt

/e_aw @z = (T) )

a

]Rn

Denn: Satz von Fubini liefert:
I, = /e“'”c2 dr == /~-/e“(‘”§+"'”%) dz;--- doy, = /eax% dzxy -- -/e“mi dx, = I7".
Rn R R R R

Nun bestimmen wir Is. Es gilt

2

o
—ar
~ale]? g, PolarKoord —ar? —e
I = [ ealel i naed re” " drdy =27
2a
0 0

R2

r=0

So gilt I, = I7 = I;/* = (2)"/?,

T2

10.7. BEISPIEL [Berechnung von o,_i|. Firn > 2gilt 0,1 = %
2

Denn: sei a = 1 und betrachte I,, aus 10.6. Da elel® rotationssymmetrisch ist, gilt nach 10.5 I,, =
On—1 fooo r"~1e=* dr. Nach Definition der Gamma-Funktion T erhalten wir

o0 oo [e.o]

1 _p2 s=r2 n—1 _ 1 On—1 n_1 _— Def'J 1
In:Un—l/rn e dr ° = Un—1/52632\/§d52 n2 / le=s ds n2 F(%)

0 0 0

Erinnerung I'(x foo ¥ le™s ds.

10.8. BEISPIEL [Volumen der Einheitskugel]. Es gilt

1 n
_ On— 2 U
wp = A"{x e R": |z| <1}) = 0pq /r" Ldr = lenf(% = .
0

da I'(x + 1) = 2 I'(z) durch partielle Integration.

40



§ 11 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

Ziel: Fldcheninhalt gekriimmter Flichen; Integral auf gekriimmten Fléichen.

11.1. DEFINITION [Parallelotop]. Es seien aj,as,...,aq € R", d < n. Das von aj,ag,...,aq
erzeugte Parallelotop ist

d
P(ay,ag,...,aq) := {Z aja; 10 < a; < 1}.

j=1

Oberflache eines Parallelotops: Wir suchen eine Funktion volg(a,as,...,aq) : R — Ry mit
Eigenschaften

1) volg(ai,ag,...,Aa;,...aq) = |A\|[voly(ar,as, ..., ai,...,aq) fiir 1 <i<dund X € R.

2) voly(ai,ag,...,a; +aj,...aq) = volg(ar,az,...,a;,...aq) fiir 1 <i,5 <d, i#j.

3) Fiir aj,as,...,aq € R™ orthogonale Einheitsvektoren gilt volg(ai,ag,...,aq) = 1.

Satz: Es gibt eine eindeutige Funktion voly(a1, ag, ..., aq) : R" — R4 mit Eigenschaften 1), 2) und 3),
welche durch (det ATA) 1/2 gegeben werden kann, hier ist A die n x d -Matrix mit Spalten a1, ao, .. ., aq.

11.2. DEFINITION.

a) Sei Q C R? offen. Dann heikt v € C1(2, R"™) Immersion oder regulire Parameterdarstellung, falls
7' (x) : R — R™ injektiv fiir alle 2 € Q (oder falls Rang 7/(z) = d fiir alle 2 € Q). So heift yQ
Oberflichenstiick.

b) Eine Immersion v : Q — R™ heifst Einbettung, falls f : Q — f(Q) ein Homéomorphismus ist.

11.3. DEFINITION [Der Mafitensor einer Immersion].
a) Sei A:R? — R linear. Definiere quadratische Form ¢ auf R? via
q(z) = (Az, Az) = 2T AT Az, z e R

Falls A injektiv ist, so ist ¢ positiv definit. [denn x # 0 = Az # 0 = q(x) > 0] AT A heift der
von (-,-) (Skalarprodukt auf RY) induzierte Mafitensor von A oder auch Gramsche Matriz von A.

b) Sei speziell A := +/(z) und v Immersion, z € . Dann heift die induzierte quadratische Form ¢
auf R metrische Fundamentalform mit Matrixdarstellung 7/ (z)74/(x). Diese d x d-Matrix heift
Gramsche Matriz oder MaRtensor. ¢ ist positiv definit, da 4" injektiv nach Voraussetzung.

11.4. DEFINITION. Seiy: ) — U eine Einbettung. Eine Funktion f : U — C integrierbar iber U,
wenn die Funktion (f o~) - /gy iiber Q integrierbar ist. Der Ausdruck

[ raoi= [ o) o @) az
U Q
heifst Oberflichenintegral. Ist die Funktion f, x — 1 {iber U integrierbar, so heift

va(U) ::/1da=/\/%dx
U Q

41
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der Fldcheninhalt oder das d-dimensionale Majf§ von U.

Bemerkung: Es seien ; : ; — U Einbettungen i = 1,2. Man zeigt dann, dass
/f('h \/971 d.%'—/f 72 g’Y2( )dx
1971

gilt. Damit ist die obige Definition von der Parametrisierung unabhéngig. Denn: Sei ® : v, Loy 1 Qp —
1. Man zeigt, dass ® ein C'-Diffeomorphismus ist. So gilt y10¢ = 72, und so folgt nach der Anwendung
des Kettenregel: v, = (7} o ®)®'. Daher ist g,, = det(®'T((v{"7}) o @) - ®') = (det ®')%g,, o ®. Der
Transformationssatz 10.1 liefert

/ Fon(@)) - \fom () da = / O (@)1 /g, (B()) et & ()] da
1951

/m o (@) |det @' (2)

/f Ya(z 972( ) da.

11.5. BEISPIELE.

a) Bogenlinge, Kurveintegral. Sei v : I — R™ Einbettung, I = (a,b), M = ~(I). So heifit 7
regulire Kurve. = 7' -~/ = |v/|2

= /fda—/f (t)| dt

b) Zweidimensionalen Oberfliichen in R3. Sei @ C R?, v : © — R3 Einbettung. Dann gilt
V(xvy) = (Vl(xvy)a72(x7y)773(x7y))—r und

(vergleich Analysis II)

O On 2 2 2
or Oy O |" 4 02|74 |98 01190y 4 992 0y2 4 Oy309s
r Oy 072 d T ox ox ox or Oy oxr Jy or Jy
YT o oy [ MRS T T T 50 Oy O O3 & 1% Toe]? | (o112
O3 073 071 071 + o7y2 072 + 073 073 oY1 + o2 + o3
or Oy Oxr Oy O0xr Oy Oxr Oy oy oy dy

So erhalt man durch Rechnen

dvxaw

I (Kreuzprodukt).

c) Oberfliche eines Paraboloids. 7: Q — R3, Q = {(u,v) : 0 < u? + 02 <2}, P =~(Q)
m(u,v) =u
Y2 (u,v) = v
y3(u,v) = 2 — u® — v?

2w, v) = (1,0,—-2u), Fy(u,v) = (0,1,-20) also 7 X 57 = (2u,20,1) = [Ly x 9] =
V14 4u? + 40?2 also

27r\/§
/dg:/(1+4u2+4u % //(1+4r20052<,0+4r2sin2<p)5rdrd90
0 0
3|V2 2
:277/(1+4r2)§ dr = 6(1+4r) =7T€6.
r=0

0



§ 11. INTEGRATION UBER UNTERMANNIGFALTIGKEITEN 43

d)

Fundamentaltensor von Graphen. Sei Q C R"~! offen und f € C'(Q, R) Parameterdarstellung

v(z) = (ffx)), x € Q. Dann gilt \/g(z) = \/1+|f'(z)|?. Dies zu zeigen brauchen wir folgenden
Begriff.

Definition [dusseres Produkt|: Es seien aj,ag,...,a,—1 € R™. Betrachte die n x (n — 1)-
Matrix A mit Spalten aq,as, ..., a,—1, und deren (n—1) x (n—1) Teilmatrizen Ay die aus A durch
Weglassen der kten Zeile entstehen. Setze ap := (—1)F"!det Ay. So definiert man das dusseres
Produkt a1 ANas N --- N ap_1 der Vektoren ay,as,...,an_1

apNag A+ Aay = (al,ag,...,an)T.
Sei jetzt b € R™ und betrachte die Matrix B mit Spalten b, a1,as,...,a,—1. Nun entwickelt man

det B nach der ersten Spalte:
(1) det B=> (=1)7"'b;det Aj = (b,a1 Aag A+ Aan_1).
j=1

Insbesondere gilt det B = 0 fiir b = ay, so sieht man, dass ag, k=1,...,n—1auf a1 AasA---ANap_1
orthogonal sind. Sei jetzt b = aj; Aas A --- A ap—1 und betrachte die obige Matrix B. So gilt dann

B'B= (ZTT) (b A)= (bgb A2A>.

Damit gilt (det B)? = det(B'B) = |b|*>det(AT A). Aus (1) wissen wir |b|> = det B, und daher
det ATA=|b).

Nun zuriick zu unserem urspriinglichen Problem. Sei v(x) = ( fxm)). So gilt

1 0 0 0

0 1 0

. 0 1 0
7 = . . .

0 0 0o - 1
of of af of
ox1 Oxo oxs e OTpn—1

Sei jetzt A = +/(x). Die Spalten von A bezeichnen wir mit a1, as,...,a,—1. Es ist leicht zu zeigen,
dass
of(x)
o0x1
of(x)
Oxo
al/\ag/\---/\an,lz(—l)”
of ()
6$nfl
-1

Wir wenden die Obigen auf A an: det(ATA) = |a; Aaz A -+ Aan_1] = +/1+|f'(x)]?, so folgt die
Behauptung.

Integration iiber Sphiire. Betrachte die Sphire S? = {z € R3 : |z|> = r} und die Menge
A= {(2,0,2) € S? : x < 0} die lings A geschlitzte Sphire S? \ A hat Darstellung (i, 0) =
r(cos B cos g, cosfsinp,sinf) " € R3, (p,0) € Q:= (—m, ) x (-3, %). So gilt

cos® 6 0
7’(%9)”’(%9):?2( 0 1) = /gy(0,0) = r*cos
— [ 1= [ (o) cost dis.0).
S2\A Q
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3o
TQ//cosﬁdgodH:Zlm“Q.
_%—ﬂ

f) Oberfliche der n-Sphire. Sei n > 1 und S™ := {z € R”“ :|z] = 1}, und ST = {z € 5" :
Tp41 > 0}. Soist ST darstellbar als Graph von k : Q@ — R, k(z) = /1 — |z|?, Q := {ac eR": |z] <
1}. Es gilt

Fiir f =1 ergibt sich

k/(:[:) = ( —=l Y —=2 ’ L )?
VIl I el

damit ist

_ 2 ol lzal?  _ 1
$(@) = \1+ e+ ipp o+ e =V TR

Mit Verwenden der Rotationssymmetrie gilt nach 10.5

1
n—1
/ da—/\/g,y )dz =0y 1//ﬁdr.
0

Snl

Ferner gelten

(2)

So erhalten wir aus (2) und (3)

3

1
n+1/ V1 —7r2d
0

Aber wegen Rotationssymmetrie

1
Op_ 1/ 1— r2 /\/1 — |z|2d %VolnH(B"“) = %wnﬂ.
0

So erhélt man (siehe auch 10.8)

n—+1 n—+1 T2 n+1 T2 T
2

11.6. DEFINITION.

a) Sei ) # M C R™. M heift d-dimensionale (differenzierbare) Untermannigfaltigkeit von R™, falls fiir
alle a € M eine offene Umgebung U C R™ von «a existiert, sowie ein Diffeomorphismus ¢ : U — V
auf eine offene Teilmenge des R” mit p(M NU) = U N (R? x {0}). (Ist d = n so versteht man
RY x {0} als R™).
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b) Ein solcher Diffeomorphismus ¢ heifst Karte fiir M und M N U deren Kartengebiet.

¢) (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R™ heiken Hyperflichen.

U

Rn,fd

VN (R x {0}) R?

M

11.7. SATZ. Sei f € C1(Q,R") wobei Q C RY offen ist. = Graph f ist d-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des R"*9,

Beweis. Sei U := Q xR, und ¢ : U — R? x R”, ¢(x,y) = (z,y — f(x)). Dann ist ¢ ein Diffeomor-
phismus mit ¢(U) C U und ¢(U N Graph f) = Q x {0}. n

11.8. DEFINITION. Sei U C R" und f : U — R™ differenzierbar. Dann heiltt x € U reguldrer Punkt
von f, falls f/(x) : R® — R™ surjektiv ist. Weiter: y € R™ heikt regularer Wert von f, falls alle
Elemente von f~!(y) regulire Punkte sind.

Bemerkung: Ist y € R™ ein regulirer Wert von f, so hat f/(x) in allen Punkten z € f~!(y) den
Rang m. Falls f/(z) nicht surjektiv ist, so heikt x singuldrer Punkt und f(x) singuldrer Wert von f.
Satz von Morse-Sard zeigt, dass singulire Werte von C'-Abbildungen Lebesgue-Maf 0 haben.

11.9. THEOREM [implizite Funktion]. Sei 2 C R”xR"™ offen und f : @ — R™ stetig differenzier-
bar. Ferner sei (xg,yo) = zo € 2 eine Nullstelle von f, d.h., f(xg,yo) = 0. Sei (%f(xg,yo) :R™ — R™
invertierbar. Dann gibt es offene Mengen U C R", U’ C R™, (zg,y0) € U XxU' CQund g : U — U’
stetig differenzierbare Funktion so, dass f(z,y) = 0, (z,y) € U x U’ genau dann, wenn y = g(x),
rxel.

11.10. SATz [Satz von regulirem Wert]. Sei U C R" offen, f € C1(U,R™), ¢ € R™ sei reguliirer
Wert von f. Dann ist f~1(c) Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — m.

Beweis. Verwende den Satz von impliziten Funktionen 11.9. [

11.11. KOROLLAR. Sei m = 1 in 11.10 und f’(z) # O fiir alle z € f~!(c). Dann ist f~!(c) ist
Hyperebene des R™.

11.12. BEISPIEL.

a) S":={x € R""! . |z| = 1} ist n-dimensionale Hyperfliche des R"*!. Denn: f : R"*! — R, z + |z|?
ist differenzierbar und S = f~1(1), da f'(z) = 2z # 0 fiir alle z € f71(1) ist 1 reguliirer Wert von
f und 11.11 liefert die Behauptung. S™ heifst n-Sphdre.

b) orthogonale Gruppe O(n) = {A € R*"™! : ATA = Id} ist Untermannigfaltigkeit des R"™! der

Dimension in(n — 1).

11.13. LEMMA. Sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. Dann ist jedes Karten-
gebiet U C M das Bild einer offenen Menge Q C R unter einer Einbettung.
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Beweis. Sei ¢ : U’ — V Karte und U N M = U, U’ € R™. Sei Q C R? derart, dass Q x {0} =
VN (R? x {0}). Setze y(x) := ¢~ !(x,0). Dann gilt v : @ — U Einbettung (der Rang von +'(z) = d fiir
alle z € Q). "

11.14. SATZ [Zerlegung der Eins|. Sei M eine Untermannigfaltigkeit des R™ und M = [J;2, U;
offene Uberdeckung mit Kartengebieten U; (solche Uberdeckungen heifen Atlas). Zusétzlich nehmen
wir an, dass die Uberdeckung lokal finit ist, d.h., fiir alle z € M existiert eine Umgebung V;,, die nur
endlich viele Mengen U; schneidet. Dann existieren Funktionen ¢; € C'(M), i € N derart, dass

i) 0< ¢ <1
i) Y00 pi(z) =1 fiir . € M.

iii) Fiir den Tréger supp p; gilt supp ¢; C U;.

Bemerkung;:
a) Man kann zeigen, dass Uberdeckungen mit den im Satz stehenden Eigenschaften immer existieren.

b) Das System (¢;)ien heifst der Uberdeckung untergeordnete Zerlequng der Eins zu M.

11.15. DEFINITION [Integral auf Untermannigfaltigkeiten]. Sei M eine Untermannigfaltig-
keit des R” und f : M — K eine Funktion. Betrachte eine Uberdeckung (Uj)ien von M und eine
zu dieser Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins (;);eny aus Satz 11.14. Die Funktion heifit
integrierbar auf M, falls die Funktionen (f - ¢;)|u,, i € N integrierbar sind. In diesem Falls definiert
man das Integral von f iiber M durch

[0 ::fj/(f i), do
M =g,

Bemerkung: Es ist moglich zu zeigen, dass der Begriff “f ist integrierbar” und “das Integral von f
iiber M” hingen nicht von dem Wahl der Uberdeckung oder der Zerlegung der Eins ab.

11.16. DEFINITION. Sei M C R" Untermannigfaltigkeit des R™ und xg € M. Wir nennen a € R"
Tangentialvektor an M in xg, falls Kurve v : (—¢,e) — M existiert, stetig differenzierbar mit v(0) = xg
und 7/(0) = a. Ty, M := {v € R" : v Tangentialvektor an M in zo} heift Tangentialraum von M im
Punkt zg.

11.17. LEMMA. Sei M d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und zg € M. Dann gilt
a) Ty, M ist d-dimensionaler Untervektorraum des R™.

b) Ist U C R” offen, f € CY(U,R™),c € R™ reguliirer Wert von f und M = f~1(¢c) = T, M =
ker f/(zg) = {v € R™: f'(x9)v = 0}.

c) Sei NyyM := (Ty,M)* (Orthogonalkomplement) der Normalenraum in xqg. Dann ist N,M Unter-
vektorraum des R™ der Dimension n — d.

d) Ist m = n—dinb), so bilden f{(zo), - f/_,(x0) eine Basis um N, M. (Hier ist f = (f1,..., fa—a)).

11.18. NOTATION UND DISKUSSION. Sei K C R" kompakt. Wir sagen K hat glatten Rand, falls
fiir alle 29 € OK eine offene Umgebung U C R™ von xp und ¢ € C1(U, R) existiert mit
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KNU={x€U:p(x)<0}und ¢'(z) #0 fir alle z € U.

Es gilt dann:
OKNU ={ze€U:ypx)=0}

Unter diesen Bedingungen ist 0K eine kompakte Hyperfliche des R"
und es existiert genau ein Vektor v(xg) € R™ mit

i) v(zo) L Ty, (0K),
i) [lv(zo)ll =1,

iii) es existiert € > 0: zg + tv(zg) € K fiir alle ¢ € (0,¢).

Es existiert deshalb eine stetige Abbildung v : 0K — R"™ so, dass v(xg) fir xg € 0K der dukere
Normaleneinheitsvektor an xg ist. Diese Abbildung heifst Normaleneinheitsfeld.

Notationen:

a) Fiir die Ableitung einer Funktion f : R™ — R an der Stelle z sind neben dem iiblichen f’(z) die
alternative Notationen V f(x), Df(z), 0f(z) oder gradf(z) im Literatur oft benutzt. Dabei heifit
f'(x) Gradient von f.

b) Der Laplace-Operator A ist definiert durch

*f  0*f 0% f
Af = e .
! 0%x1  0%x + 0%x,,
c¢) Die Divergenz von f:R™ — R" ist definiert durch
. oft  0fs Ofn
d = S
v f ox1 + 0xo Tt Oxy,

Formal ist “div f =V - f.

11.19. THEOREM [Satz von Gauf§]. Sei K C R" kompakt mit glattem Rand, v : 0K — R"
duferes Normaleneinheitsfeld. Ferner sei K C U,U C R" offen und F € C*(U,R"). Dann gilt

/dide)\n = /<F,I/> do.

K oK

Obiger Satz gilt in wesentlich allgemeineren Rahmen auch noch.
11.20. KOROLLAR [Satz von Green]. Voraussetzung: Wie oben in 11.19, f, g € C?(U,R). Dann

/ (fAg — gAf) dA, = / < % _ g?f) do,
K

0K

wobei %(az) = (f'(z),v(z)) die Ableitung in Normalenrichtung bezeichnet.



