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Analysis IV

8. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) Meflbare Mengen und Funktionen

(a) Zeigen Sie, dass jede abzdhlbare Teilmenge von R eine Borelmenge ist. Ist die folgende
Funktion f: (R, B(R)) — (R, B(R)) mefBbar?

f@) = { x falls x € Q;

0 sonst?

(b) Es sei (X,S) ein Messraum und (X,,),en eine Folge meBbarer Mengen X,, € S mit
Vereinigung | J, . X, = X. Zeigen Sie: Eine Teilmenge ACX ist meBbar (also A € S)

neN < n
genau dann, wenn AN X,, € S fiir alle n € N.

LOSUNG:

(a) Fiir jedes = € R ist die einpunktige Menge {x} abgeschlossen und somit eine Borelmen-
ge. Ist ACR abzéhlbar, so ist also A = (J, {7} € B(R) als abzdhlbare Vereinigung von
Borelmengen.

Wenn Sie wollen, kénnen Sie auch A = {z,, : n € N} schreiben und erhalten A =
UnEN{ZEn} € B(R)

Nach dem Vorigen ist Q € B(R) und somit auch Q¢ = R\ Q € B(R). Um f auf MeBbarkeit
zu iiberpriifen, sei ACB(R).

Ist 0 € A, soist f71(A)CQ abzihlbar und somit eine Borelmenge. Ist 0 € A, so ist
Y A) =Q°U(fH(A)NQ), wobei Q° und die abziihlbare Menge f~!(A) NQ Borelmengen
sind. Folglich ist auch ihre Vereinigung f~'(A) eine Borelmenge. Also ist f meBbar.

(b) Ist A € S, so ist auch X,, N A € S als Schnitt zweier mebarer Mengen. Ist Umgekehrt
ACX eine Teilmenge derart, dass AN X,, € S fiir alle n € N, so ist

A=XnNA = <UXn>mA = Jx.n4a) es
neN neN
als abzéhlbare Vereinigung melbarer Mengen. Das letzte Gleichheitszeichen beruht hierbei
auf Aufgabe G1 (a).
(G 2) Meflbar oder nicht?
Wir betrachten die von der Menge € := {{1,2,3}, {3,4}} erzeugte o-Algebra S := (&)
auf X :={1,2,3,4}. Untersuchen Sie die Funktion f: (X,S) — (R, B(R)) auf MeBbarkeit:

(a)  flz) = (z-3)%, (b)  flz) = |z =3I



LOSUNG:

(a) Da einpunktige Teilmengen {y} in R abgeschlossen und somit Borelmengen sind, gilt
' {y}) ={zr € X: f(z) =y} € S, falls f meBbar ist. Fiir die vorgegebene Funktion f
ist jedoch f~1({3}) = {x € {1,2,3,4}: (x —3)* =4} = {1} € S. Also ist f nicht mefbar.

(b) Erste Lésung: Die Funktion g nimmt drei Werte an; ihr Bild ist im(g) = {1,3,5}.
Jede der Mengen

g '({1/2h) = {12}, ¢'({3/2}) = {3}, und  ¢'({5/2}) = {4}
ist meBbar (also ein Element von §). Fiir das Urbild jeder Menge A € B(R) gilt dann

g A) =g Anim) =g [ U W] = U 9¢'dy) €S,

yeAnim(g) yEANIM(g)

denn g~!(A) ist eine endliche Verenigung von Mengen aus S. Hierbei wurde fiir das letzte
Gleichheitszeichen die Operationentreue der Urbildabbildung benutzt.

Zweite Losung: Nach Folgerung 1.27 (e) ist die Funktion g genau dann mefibar, wenn
g1 (]—00,b]) € S fiir alle b € R. Dies aber ist der Fall, denn es ist

0 falls b < 1 ;
{1,2} falls b € [1,
{1,2,3} fallsbe [2,

{1,2,3,4} falls b > 2.

g (1=o.t]) =

)|
5
2

[

(G 3) Stiickweise definierte Funktionen

Es seien (X, .A) und (Y, B) meBbare Réume sowie {A;};c; eine Uberdeckung von X durch
meflbare Mengen A;. Zeigen Sie, dafl jede Funktion f : X — Y, deren Einschrankungen
fia, + Ai — Y meBbar sind, meBbar ist.

LOSUNG:

Ist B C Y eine meBbare Menge, so gilt f~'(B) = U,; f@(B). Die Mengen f‘;é(B) sind
nach Annahme mefibar. Weiterhin gilt f~1(B) N A; = f‘;é(B). Nach aufgabe G1 (b) ist
f~Y(B) somit meBbar. Daher ist f eine mefibare Funktion.

(G 4) Eine stiickweise definierte Funktion

Ist die durch
sinz wenn x € Q;
o) = { Q

| cosx wenn z € R\Q
definierte Funktion f: (R, B(R)) — (R, B(R)) mefibar ?
Losuna:

Die Borelmengen X; := Q und X, := R\ Q iiberdecken R (also R = X; U X5). Nach
Satz 1.36 iiber stiickweise mefbare Funktionen ist f meBbar, wenn f|x, : (X, B(R)|x,) —
(R, B(R)) mefbar ist fiir k£ € {1,2}. Dies aber ist der Fall: Nach Satz 1.32 ist namlich
B(R)|x, = B(Xk). Da f|x, =sin|x, und f|x, = cos|x, stetig sind, ist

felx, (X, B(Xk)) = (Xi, BR)|x,) — (R, B(R))
meBbar nach Folgerung 1.26.



Hausiibungen

(H 1)

wir betrachten die reellen Zahlen mit der Borel-o-Algebra. Es sei f : R — R eine monotone
Funktion. Ist f mefbar?

LOSUNG:

Die Funktion f ist meBbar. Wir nehmen an, dal f monoton steigend ist. Es geniigt zu
zeigen, dafl die Urbilder der Mengen | — oo, 7], r € R mefbar sind. Da die Funktion f
monoton steigend ist, gilt f~1(] — o0, r]) =] — o0, a] oder f~(] — oo, r]) =] — 00, al mit a € R
(wobei a = 0o moglich ist). Somit ist f meBbar. Im Falle einer monoton fallenden Funktion
geht man analog vor.

(H 2) Meflbar oder nicht?
Entscheiden Sie, ob die folgende Funktion f: (R, B(R)) — (R, B(R)) meBbar ist:

[ Bl-ax falls 2 #0;
I (@) _{ 0 falls z =0.

LOSUNG:

Die Funktion f ist mefibar. Um dies einzusehen, schauen wir zunéchst die Funktion SL’I—>[%]
genauer an. Diese ist stiickweise konstant: Fiir x € R\ {0} gilt
) n falls z € |—=5, 1] = X, fireinn € Z\ {0,-1};
[—} = 0 falls z € {0} UL, 00] = Xo;
—1 falls x € |—o00,—1] =: X_;.

Hier ist |J,c; X»n = R, und jedes X, ist eine Borelmenge. Fiir n € Z ist
flx,: Xon = R, x—nzx

stetig, also ist flx, : (X,, B(X,)) — (R,B(R)) meBibar. Da B(X,) = B(R)|x, gilt , ist
flx,: (Xn, BR)|x,) — (R, B(R)) meBbar. Somit ist auch f mefibar.

Alternativer Beweis: f ist ein Produkt der mefibaren Funktion z+—x und einer Funktion,
welche sich schreiben ldsst als Komposition der Gauflklammer (deren Mefibarkeit bereits
gezeigt wurde) und der Funktion 0 # x+—1/x; 0—0 (deren MeBbarkeit ebenfalls schon
gezeigt wurde). Da Kompositionen und Produkte mefibarer Funktionen mefbar sind, ist f
mefbar.



