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Analysis IV

6. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) Lesbesgue-Borel Maf3 einiger Borelmengen

Wir betrachten die Borel-o-Algebra B(R) auf R. Berechnen Sie das Lesbesgue-MaBl der
folgenden Mengen:

(a) 0,1 (b) [0,1]  (¢) {0}  (d) @  (e) [0,1]NnQ () [0,1]\Q

[) = 1 nach Definition des Lesbesgue-Mafles.

AD = A (Mpen(=2, 14+ 1)) =limA((-1,1+ 1)) =1

A{ODA (Mnen(=7> 7)) = EmA((=7, 7)) =0

Da Q eine abzéhlbare Vereinigung von Punkten ist, gilt A(Q) = 0.
A([0,1]NQ) =0

e [0,1]\Q=X([0,1]) = A([0,1]NQ)=1-0=1
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(G 2) Hyperebenen

(a) Welches MaB hat die n — 1-Fliche [0, 1]*~ x {0} im R™?
(b) Welches Maf hat die Hyperebene R™™ x {0} im R"?

(c) Welches Maf3 haben beliebige affine Ebenen geringerer dimension im R™?
LOSUNG:

 A([0, 1] x {0}) = A (Myen0, 1" x (=5, 7)) = limyoc 2 = 0.
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e Eine affine Ebene F in R"™ hat die Form £ = v + O(RP), wobei O eine orthogonale
Abbildung ist und p < n gilt. Fiir p < n folgt aus der Transformationsformel A(E) = 0.

(G 3) Die verallgemeinerte Cantormenge

Es sei () eine Folge reeller Zahlen mit a,, €]0, 1] fiir alle n € N. Wir definieren nun eine
Folge A,, von Teilmengen von R. Ay = [0, 1] sei das Einheitsintervall. Aus Ay entfernen wir
das offene Teilintervall der Lange «; mit Mittelpunkt % und definieren A; als die Vereini-
gung der verblieben Intervalle I; ; und [; 5. Die Mengen A, werden nun rekursiv definiert.
Haben wir A,, als vereinigung der Intervalle I,, 1, ..., I, on erhalten so entfernen wir aus den



Intervallen I,, ; die offenen Teilintervalle o411, ;, deren Mittelpunkte mit denen von I,, ;
iibereinstimmen und erhalten die Menge A,,,; als Vereinigung der verbleibenden Intervalle

Litia, ..., Ipon+1. Den Schnitt C' = [ A, nennen wir eine verallgemeinerte Cantor-Menge.
Beweisen sie A(C') = [[72,(1 — a,)
LOSUNG:

Wir zeigen A(A,,) = [[i_, (1 —ay) fiir n > 0 mit Induktion iiber n. Fiir das einheitsintervall
Ag gilt A(Ap) = 1. Ist A, die Vereinigung der Intervalle 7, 1, .. ., I, 2n, so haben die Intervalle
I 4125 und die Lénge %(1 — apy1)A(aly, ;). Die Vereinigung A, 11 dieser 2"*! Intervalle hat
daher das Ma8 (1 — a,+1)A(A,). Somit folgt A(A,) = [[,_, (1 — o) fir alle n > 0. Da diese
Folge streng monoton fallend ist und nach unten beschrinkt ist, existiert ihr Grenzwert.
Es folgt A(C) =X (N An) =02, (1 — ay).

n=1
(G 4) Dichte, offene Mengen von kleinem Maf3

(a) Da Q eine abzihlbare unendliche Menge ist, gibt es eine Bijektion ¢ : N — Q, n +— g,,.
Zeigen Sie, dass die Menge

R\ (Jlgn =27 gu+27"
neN
nicht leer ist.
(b) Finden Sie zu € > 0 eine offene Teilmenge U C R vom Mafl \(U) < ¢ derart, dass U
in R dicht ist (d.h. dal U NV #  fiir jede nicht-leere offene Teilmenge V' C R gilt).

LOSUNG:

(a) Wir haben zu zeigen, dass U := J,,c Jgn — 27", ¢n + 27| eine echte Teilmenge von R
ist. Da A(R) = lim,,—,o A([—7n,n[) = oo, brauchen wir hierzu nur A(U) < oo nachzuweisen.
Nach Lemma 2.4 (e) ist tatséchlich

o0

MUY < 3 Mg -2 427 = 30 2.27 = 2 < oo,
n=1 n=1

(b) Gegeben ¢ > 0 setzen wir U := (J, oy Jgn — 5 - 27", @n + 5 - 27"[. Dann ist U offen
als Vereinigung offener Mengen. Da Q dicht in R ist und Q C U, ist weiter U dicht in R.
SchlieBlich zeigt die gleiche Rechnung wie in (a), dass A(U) < "> 12527 = ¢,

(G 5) Urbilder borelscher Mengen

Es sei f : R" — R" eine stetige Funktion. Beweisen Sie, dafl Urbilder von Borelmengen
unter f wieder Borelmengen sind.

LOSUNG:

Da f stetig ist, sind Urbilder offener Mengen wieder offen also insbesondere Borelmengen.
Da die Menge 7 aller offenen Mengen die Borel-o-Algebra B(R") erzeugt, folgt f~1(B(R")) =
f7Ho(T)) € BR™).



Hausiibungen

(H 1) Bilder stetiger Funktionen
Zeigen Sie, dafl das Bild einer stetigen Funktion f : R — R? in R? nicht immer Maf 0 hat.

Hinweis: Betrachten Sie eine Peano-Kurve.
LOSUNG:

Es sei p : I — [0,1]? eine Peano-Kurve, d.h. eine stetige surjektive Abbildung. Das Maf
des Bildes A(p(I)) = A([0, 1]?) ist somit 1.

(H 2) Etwas verzwicktere Teilmengen

Fiir n € N sei A,, die Menge aller reellen Zahlen im Intervall [0, 1], deren Dezimalbruch-
entwicklung bis zur Stelle n keine 7 enthélt, A die Menge aller reellen Zahlen im Intervall
[0, 1], deren Dezimalbruchentwicklung keine 7 enthélt sowie B die Menge aller reellen Zah-
len im Intervall [0, 1], deren Dezimalbruchentwicklung mindestens eine 7 enthélt. (Hierbei
betrachten wir nur Dezimalbriiche ohne Neunerperiode).

Zeigen Sie, dass A,,, A und B Borelmengen sind und berechnen Sie das Lebesgue-Borel-Maf}
dieser Mengen.

LOSUNG:

Die Menge J, := {0,1,2,3,4,5,6,8,9}" aller n-Tupel aus von 7 verschiedenen Ziffern hat
9™ Elemente, und es ist

Ao = |J [0di---dy, 0.dy---dy+ 1077

Als endliche Vereinigung halboffener Intervalle ist A, eine Borelmenge. Da die beteiligten
Intervalle paarweise disjunkt sind, folgt

MA) = > M[0dydy, 0dy oo dy +£107) = > 107" = 91077,

also A(4,) = (55)". Weiter ist A =
folgt mit Lemma 2.4 (d)

A, € B(R),undda A; O Ay D ---und A(4;) < oo,

neN

AMA) = lim A(A,) = lim (9>" ~ 0.

Weiter ist B = [0,1[\A € B(R) und A(B) = A([0,1]) = AX(A) =1—-0=1.



