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Analysis IV

13. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) Berechnung einiger Volumina

(a) Berechnen Sie das Volumen MA3(M) des Ellipsoids M = {(z,y,z) € R®: (z/a)* +
(y/b)? + (2/c)? < 1}, wobei a, b, ¢ > 0. )
Hinweis: Benutzen Sie das Prinzip von Cavalieri und Aufgabe G1 vom 12. Ubungs-
blatt.

(b) Berechnen Sie mit dem Prinzip von Cavalieri das Volumen des Kérpers M := K N Z,
der durch Schneiden der Kugel K := {(z,y,2) € R3: 2% + y* + 2* < 1} und des
Zylinders Z := {(z,y,z) € R*: 2* + y* < 1} entsteht.

LOSUNG:
(a) Gegeben z € Rist M, = {(z,y) € R?: (z/a)? + (y/b)> <1 — (2/c)?}. Also ist M, =0
wenn |z| > ¢; M, = {(0,0)} wenn |z| = ¢;
T 2 y 2
o= {eper (Yt Yo
(z.9) av/1—(z/c)? b\/1— (z/c)?
wenn |z| < c¢. Letzteres ist eine Ellipse, deren Flicheninhalt laut G1 vom 12. Ubungsblatt,

Mo(M,) = ma/1—(2/c)2-b-\/1—(2/c)> = mab(1 — (z/c)?)

ist. Mit dem Prinzip von Cavalieri erhalten wir folglich

(M) = /R No(M.) dh(2) = /[_ (1= (e a2

c 3

= 7TCLb/ (1—(z/¢)®) dz = mab [Z — —] C_C

—C

= mab(2c—2¢/3) = Fabe.

(b) Gegeben z € R ist M, = 0 falls |2] > 1; M, = {(z,y) : 2> +y* < 1/2} (und
somit \y(M,) = 7/2) falls |2| < v2/2; M, = {(2,y) : 2> +3*> < 1 — 2%} (und somit
Ao(M,) = 7(1 — 2?)) falls v/2/2 < |z| < 1. Folglich ist

As(M) = / Na(ML) d (2)

V2/2 —/2/2 1
= / w/2dz + / (1 — 2% dz + / 7(1 — 2%) dz
—2/2 -1 V2/2



= 1/2/2 + 27{2—23/3}1@2 = 1/2/2 + 27 (2/3 —V2/2 — V2/12)
4—2v/2

= — .

3

(G 2) Volumen eines Rotationskérpers

Es sei 7: R — [0, 00[ eine messbare Funktion. Uns interessiert das Volumen des Rotati-

onskorpers
M = {(z,y,2) € R*: Va2 +y? <r(2)} = h7'([0, 00)

mit h: R® — R, h(z,y, 2) :=r(z) — /22 + y2.

(a) Zeigen Sie, dass M € B(RS)

(b) Zeigen Sie, dass A\3(M) =7 [, r(2)* dA\i (2

(c) Berechnen Sie fiir a > 0 das Volumen der Menge

M = {(z,y,2) €ER*: 2 > 1 und /22 + 32 < z7°}.

LOSUNG:

(a) Die Funktion h ist aus messbaren Funktionen aufgebaut und somit messbar. Da [0, co[€
B(R), folgt M = h=*([0, o0[) € B(R?).

(b) Fiir z € Rist M, = {(z,y) € R?: (z,y,2) € M} = {(z,y) e R*: /a2 +y> < r(2)} =
K,(»(0) die abgeschlossene Kreisscheibe in R? mit Mittelpunkt 0 und Radius r(z). Das
Prinzip von Cavalieri liefert

Ag(M) = /R Ao(M.) di(2) = /R Ao (E, (2 (0)) dAy (2) = /R 77 (2)? dh ().

Hierbei wurde die (aus der Schule bekannte) Formel \y(Kr(0)) = nR? fiir die Kreisfliche
benutzt, die wir in Aufgabe G1 vom 12. Ubungsblatt (bzw. als Spezialfall dieser Aufgabe)
noch einmal verifiziert haben.

(¢) Analog zu Teil (b) erhalten wir
A3(M) = 7r/ 272 AN (2) = 7r/ 272y
[L,00] 1

Fiir o # 3 ist also

A3(M) = lim 77/ 272 dz
1

n—oo
Zl—2a n nl—?a -1
= lim W[ } = lim 7
n—00 1 —2al1 n—00 1 -2«
B 5o falls a > %
N oo falls a < l

Fiir a = § schlieBlich ist As(M) =7 [ 1dz = o0

(G 3) Volumen eines Rotationskérpers



(a) Sei f : [a,b] — Ry messbar. Wir definieren in R"™! den Rotationskorper

Ky :=A{(z,t) e R" X [a,0] : [[z]| < f(£)}.
Berechnen Sie das Volumen des Korpers Ky in Abhéngigkeit des Volumens ¢, der
n-dimensionalen Einheitskugel mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips.
(b) Berechnen Sie das Volumen des Korpers, der entsteht, wenn die Funktion f : [—a,a] —
R, durch f(t) = |t| gegeben ist. Skizzieren Sie die Situation im Fall n = 2.

LOSUNG:

(a) Wir schneiden die Menge Ky in Scheiben entlang der t-Achse: Ky, := {z € R" : (2,1) €
Ky}, Dann gilt

K = {éxeR":HstJf@)}, te o

sonst

und mit dem Satz von Cavalieri erhilt man
b b
A1 (Ky) = / A (Kyp)dt = cn/ f)"de.

(b) Aus einer Skizze erkennt man, dass der 3-dimensionale Kérper K tatsdchlich durch
Rotation um die z3-Achse entsteht.
Nach (a) gilt

2c,
n+1

a™tt.

Mor (K7) = e / mdt = 2, / Frdt —
—a 0

(G 4) Rechenaufgabe zu Flichenintegralen

Berechne das Flachenintegral

vy dSs,(7,y, 2).
Sa

LOSUNG:

Es gilt

2m
/x2y2 dSs,(z,y,z) = // (sin @ cos ¢)? (sin @ sin ¢)? sin @ d¢ db
Sa

0 0
= / / sin?§  siné cos® ¢ sin? ¢ do db
N~~~ —_——
=(1—cos?6)? =1 sin?(2¢)=3 (1—cos(4¢))

27 /(1—2005 6 + cos* 0) sin 6 df
0

2 2 ™

[—cos¢9+§cos39—3(30850]

0
2<1 2+2>_11
375) 30"

4>|=1 >~ ool



(G 5) Gauflscher Integralsatz

Satz (Gauf$): Sei KCR™ kompakt mit glattem Rand, v : 0K — R"™ dusseres Normalenfeld.
Ferner sei KCU,UCR" offen und F € C*(U,R™). Dann gilt

/KdivF(x)d/\n(x) = /5)[( F(z) - v(x)dSyk(z).

Wir betrachten die Menge K := {(z,y,2) € R®: 22 + y* + 25 < 1} und das Vektorfeld
F:R® - R3, F(x,y,2) = (2%, 22 + 2y*, cos(zy)).
(a) Zeige, dass K ein Kompaktum mit glattem Rand ist.
(b) Berechne das Flichenintegral

j£K<PTJay7z),u(x,y,z» dSox(z,y, 2)

indem Du es als ein geeignetes Volumenintegral umschreibst; hierbei ist
v: 0K — R? das dufere Normalenfeld von K.

Beachte, dass wir v gar nicht explizit ausrechnen miissen !
LOSUNG:

(a) Offensichtlich ist K abgeschlossen und K ist beschrinkt, da |z|, |y|,|z| < 1 fiir alle
(z,y,2) € K. Also ist K kompakt. Da 0K CU :=R3\ {(0,0,0)} und K NU = {(z,y,2) €
U: Y(x,y,2) <0} mit : U — R, Y(x,y,2) := 2* +y* + 2% — 1 und grady(z,y,2) =
(2z,4y3,62°) # (0,0,0) fiir alle (z,y,2) € U, ist K ein Kompaktum mit glattem Rand.

(b) Da div F(z,y, 2) = 2zy> + 4xy® = 62y>, erhalten wir mit dem Gaufischen Integralsatz
/(F(‘r7 Y, 2)7 V(.T, Y, Z>> dSaK(x7 Y, Z)
= / leF(I7y,Z) d)\3($,y,2) = / 6l‘y3 d/\g([E,y,Z)
K

Vi—z? 1 :1:2
= / / / 6xy3dzdydx
_ S/1— a:2—y

= / / 12xy3\6/1—x2—y4 dy dx
—1J-¥Y1=22
1 — 2

18 y:41 T
_ IS I S 7/6] dr = 0.
/_1 |: 7 ( . Y ) y=—V1—a? o

(G 6) Divergenz als Flussdichte

Es sei F': R? — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld und x, € R3. Fiir > 0 bezeichne
K, die abgeschlossene Kugel vom Radius r um xy. Wir betrachten den sogenannten “Fluss”
Jore (F (x)) dSpk, (x) von F durch die Sphire 0K, vom Radius r um xy (wobei v :

oK, — R3 Jewells das duBere Normalenfeld ist).

Zeigen Sie mit dem Gaufschen Integralsatz dass

lim faK (x)) dSox, (z)
) /\3([()

Hinweis: Schreiben Sie div F(zo) = 5 (K fK div F(zg) dA3(z).

= div F(zg) .



LOSUNG:

Nach dem Gaufischen Integralsatz ist

/ <F($),I/(£B)>dSaKT(.CE):/ div F'(x) dA3(z) .
oK,

r

Daher

Jore, (F (), v(x)) dSox, (x)
>‘3(Kr>

— divF ()

. 1 '
oK) /Kr div F(x) dA\s(z) — oK) /KT div F'(zg) d\3(z)
1

/ (div F(z) — div F(zo)) dAs(x)

A3 (K) .
1 . .
< i) KT|d1V F(z) — div F(xo)| dA3(x)
< L /K sup{|div F(y) — div F(z¢)|: y € K, } d\3(z)

)\S(Kr)
= sup{|div F(y) — div F(z¢)|: y € K..}.

Sei € > 0. Da div F stetig ist, gibt es ein 6 > 0 derart, dass |div F(y) — div F'(zo)| < ¢ fiir
alle y € Ks. Fiir alle 0 < r < ¢ gilt nach vorigen Abschitzungen dann

Jor (F(x), v(2)) dSox, (x)
)\3 (Kr)

—div F(zo)| < €.

Somit ist

- Jow, (F(2),v(2)) dSox, () .
ll_f)f(l) 0 /\3(KT) = leF(ZE())

bewiesen.



