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Analysis IV

12. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen
(G 1) Flichenberechnung mit dem Cavalierischen Prinzip
Es seien a,b > 0 und M := {(z,y) € R?: (z/a)* + (y/b)* < 1}
(a) Skizzieren Sie M fiir a =1 und b = 2.
(b) Bestimmen Sie den Schnitt M, := {z € R: (z,y) € M} fir y € R.

(c) Berechnen Sie das 2-dimensionale Volumen Ay (M) von M.

LOSUNG:

(a)
(b) Gegeben y € R ist M, = {z € R: (z/a)* < 1— (y/b)*}. Es ist also M, = 0 fiir |y| > b,

wéhrend fiir |y| <b

M, = {r €R: o] < ay/T— (5/0)%)
ein Intervall der Lange 2a+/1 — (y/b)? ist.
(c¢) Nach dem Prinzip von Cavalieri ist

(M) = [ 204) ) = [ 20/ TP dulo)

[_b7b]
b /2
= / 2a+/1 — (y/b)? dy = / 2ab cos®(u) du
b

—7/2

w/2
= / ab(1 + cos(2u)) du = mab,

—7/2

wobei zur Berechnung des Riemann-Integrals y = bsin(u), dy = bcos(u) du substituiert
wurde.

(G 2) Satz von Fubini

Skizzieren sie die Fliche
A= {(z,y) €eR*: 22+ 3> < 1und z,y > 0}.
und berechnen Sie das Integral [, (22 + y) dXa2(z,y).

LOSUNG:



Unter Benutzung des Satzes von Fubini erhalten wir

/(2:U +y) dro(z,y) = / xalz,y) 2z +y) d(z,y)
A [0,1]x[0,1] _XH/—/[OY 17y2j| .
= /[01]/[01]X[0’m] (@) 2z +y) dhi(z) dAi(y)

- /[0,1] /[0\/@} I

=0

— /[01] (1=9*) +yv/1—y?) d\(y)

3
o y 1 27371
= g og -
= 1-1/3+1/3 = 1.

(G 3) Zylinder

Es sei M C R" eine Mengeund a € R, Wir Definieren den Zylinder Basis M und Kante
a durch
Z={(z,0)+tacR"™ | ze M, 0<t<1}

Die Abbildung 7' : R™™ — R"™ T'(z,t) := (x,0)+t a bildet M x [0, 1] auf Z ab. Berechnen
Sie mit Hilfe der Transformationformel das Volumen des Zylinders Z.

LOSUNG:

Mit der Transformationsformel folgt [, 1dX, 1 |det(T)| dA,41. Die Determinante

det(T') berechnet sich zu

= fo[o,u

1 0 0 ay
0 (05}
det T = = ap41-
1 a,
O --- -+ 0 [

Es folgt
/ LdAp1 = / |1 |dAny1r = A (M) - / |@nr1]dN (Tng1) = An(M) - |an 1]
z Mx[0,1] [0,1]
also A"*1(M) ="Héohe x Fliche der Basis 7.

(G 4) Kugeln

(a) Berechnen Sie das Volumen der Halbkugel H := {(z,y,2) € R? | 2*+y*+2% < 1z > 0}
(b) Berechnen Sie das Volumen der Kugelschale S := {(z,y,2) € R® | 1 < 224y*+2% < 2}



LOsuNG:
(a) Mit Polarkoordinaten in der X,y Ebene gilt
H:={(rcosyp,rsing,2) cR*0<2<1,0< <21, 0<r < V1 - 22},

Somit ergibt sich das Volumen der Halbkugel zu

AH) = /0 . /0 . /0 \/ﬁ]lwd)\l(r)d)\l(gp)d)\l(z)

- /01/0% 21— 22\ (9)dM ()

1 1 27
_ /m 2(1_z)dA1<)—27r2(1—§):?

(b) Mit Kugelkoordinaten gilt
H :={(rsind cosp,rsind sinp,rsind) eR* | 0<p<2r, 0<d <7, 1<r <2}

Somit ergibt sich das Volumen der Kugelschale zu

AS) = / / / 172 sind d (9)dA (@)dA ()
[1,2] /[0,27) J[0,m]

= / / 2.2, dX1(p)dA(r)
[1,2] J[0,2)
18

4
= / dr -1 dh(r) = -m(28 - 1%) = 7.
[1,2] 3 3

(G 5) Volumina von Kegeln
Es sei M C R" eine mefibare Menge und a € R™". Wir betrachten den Kegel K :=
{1 —=t)(z,0)+taecR"™; 0<t <1, x € M} iiber M.

(a) Parametrisieren Sie den Kegel K durch M und [0, 1].

(b) Brechnen Sie das Volumen A, (K).

LOsuNG:
(a) Wir wihlen 7' : R"™ — R"™ (z,¢) — ((1 — t)(x,0) + (a1, - any1), so daB die

Einschrénkung Tj/«[o,1) eine Parametrisierungvon K ist.

(b) Die Abbildung T ist beliebig oft differenzierbar. Somit ist K = T'(M x [0, 1] meBbar.
Weiterhin kénnen wir 0.B.d.A a, + 1 > 0 annehmen, da das Mafl bewegungsinvariant
ist. Somit folgt

= \"THK) = /)\”(Kt)dt,
R
wobei die Schnitte K; durch

)

() fiir t>a,q odert <0
)

a’;l(alf--an,o fir 0<t<ap



gegeben sind. Das volumen des Schnittes K; berechnet sich zu A, (K;) = <1 -t >n An(M).

an+1
Mit dem Prinzip von Cavalieri folgt somit

MUK = / MK )dt

R
Ap41 t
— /An((1—ﬁ)M)dt
0
An+q ¢ n
- 1- L M
(s
0
An+q / n
— (M) / (1—5> dt
0
an
B )\n(M)'n—:ll

(G 6) Berechnung einer Fliche
Essei M = {(z,y) e R*:2*+y? <1 und (z <0 oder |y| < z)}.

Skizzieren Sie die Menge M und berechnen Sie ihren Flacheninhalt A\o(A) mit dem Prinzip
von Cavalieri.

LOSUNG:

Skizze (nur in Musterlosung im LZM):

Der Skizze sehen wir an, dafl die Schnitte von M mit Parallelen zur z-Achse (und somit die
Mengen M, ) etwas komplizierte Mengen sind (jedenfalls keine Intervalle). Um uns weniger
Arbeit zu machen, arbeiten wir daher lieber mit den Schnitten

M, = {yeR: (z,y) € M}
fir z € R. Es ist

0 wenn |z| > 1;
M, = V1 —22,v/1—2% wenn z € [~1,0] oder z € [¥2,1];
[—z, 2] wenn z € |0, ‘/75[
und somit
0 wenn |z| > 1;
M(M,) =< 2/1T—22 wenn z € [—1,0] oder x € [*/75, 1];
2x wenn r € }O,\/Ti[.

Nach dem Prinzip von Cavalieri ist folglich
R

= / 2v1— 2?2 dh(z) + / 20 d\(z) + /f 2vV1 — 2?2 d\(2)
[_10} [7%4]

10,2
0 w/2
— / (14 cos(2u)) du + [:L‘ﬂfm + / (14 cos(2u)) du
—7/2 m/4

= /2 + 1/2 + n/4 — 1/2 = 3n/4.



(G 7) Volumenberechnung

Berechnen Sie das Volumen des von den Fléchen

r+y=1, =0, y=0, 2z=622+2y> und 2=0
eingeschlossenen Koérpers K.
LOSUNG:

Es sei ACR? das Dreieck mit den Ecken (0,0), (1,0) und (0, 1). Fiir den Schnitt K, ) :=
{z eR: (z,y,2) € K}, (z,y) € R? gilt

i [ 0,622 + 2% falls (z,y) € A;
@y) — 0 falls (z,y) € A.

Mit dem Prinzip von Cavalieri und dem Satz von Fubini erhalten wir also
M) = [ N(Ki) dhaloy

A

= [ (0.6 + 227) drale)
A

= / (62 + 2y°) dXo(z,y)
A

= [ [ ez ) du
[071] [Oflfy]

— / [21‘3 + nyQ]z(l)_y d1(y)
[0,1]

_ /[01] (201 = 9)* +2(1 — y)y?) d\(y)
= [—%(1—y)4+§y3—%?/4};
= 2/3-1/2+1/2 = 2/3.

Natiirlich kann man mit etwas Erfahrung das fertige iterierte Integral auch sofort ohne die
Zwischenschritte hinschreiben, z.B. bei der gerade gewihlten Reihenfolge der Koordinaten:

1 pl-y p62242y?
A (K) = /0/0 /0 ldzdxdy.

(G 8) Cavilierisches Prinzip
Wir betrachten die Zylinder

7y = {(z,y,2) eR*: 2 +y* <1} und
Zy = {(z,y,2) e R®: 2® + 2> < 1}
sowie ihre Schnittmenge M = Z; N Zs.

(a) Versuchen Sie eine grobe Skizze von M.

(b) Bestimmen Sie fiir (z,y) € R? die Schnitte

M(ﬂfvy) = {Z € R: (x,y,z) € M}



(c) Berechnen Sie das Volumen A3(M) von M.
LOsuUNG:

(a) Die in der z-y-Ebene liegende Kreisscheibe {(z,y,0): 22 + y? < 1} ist offensichtlich in
M enthalten. Wenn wir uns von (z,y,0) mit 22 +y? < 1 ausgehend in 2-Richtung bewegen,
geraten wir fiir z = ++/1 — 22 an den Rand des Zylinders Z, und fiir grofleren Betrag von z
aus Z, hinaus. Diese Ideen geniigen, um eine verniinftige Skizze anzufertigen. (b) Es seien
(z,y) € R? und z € R. Dann

(x,y,2) e M & (2,y,2) € Zy und (z,y,2) € Zy
& 22+ y?<lund 2® +22<1.

Somit

M B [-V1—2%V1—2?] wemna?+y*<1
(@y) — 0 sonst.

Also ist Ai((z) M) =21 — 22 wenn 22 + y* < 1, andernfalls A (M ;) = 0.

(c) Es sei D := {(z,y) € R?: 2% + y? < 1} die Einheitskreisscheibe. Anwendung des
Cavalierischen Prinzips und anschlieend des Satzes von Fubini liefert

2aM) = [ M) Do) = [ MMia) ol
1 1
= / xp(,y)2V1 — 22 dXa(2,y) = / / xo(z,y)2V1 — 22 dy dx
[-1,1]? -1J-1

1 pv/ia? 1 L 16
= / / 2\/1—:132dydx:/ 4(1—x2)dx:{4x——x3} = —.
-1J-vi=a? -1 3 14 3

(G 9) Satz von Fubini und Konvergenzsitze

Bestimmen Sie den folgenden Grenzwert:

lim/ / —u cos (Bz) dadu.

00 cos (Bx)
0 1+4=z?

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis e=? = dz. (Dies wird in der Funktionen-

theorie gezeigt.)
LoOsuNaG:

Da

Lok

kénnen wir nach dem Satz von Fubini die Integrationsreihenfolge vertauschen. Es gilt also

e~ cos ﬁx)‘ drdu < / / —2* /" drdu < oo,

lim/ / —u” cos (Bz) dudu = lim Cos (ﬁx)/ e~ 0% dudz

n—oo n—oo 0 1
n

— lim / T eosPr) e g,
0

n—00 1+ 22




Wir setzen nun (ﬁ )
cos (Bx 1 2
_ P\ = (142)
Ja() 1+a2 ©

cos (Bz)
142

Nach dem Satz iiber majorisierte

Die Funktionenfolge f,, konvergiert punktweise gegen f(x) =
die iiber (0,00) integrierbare Funktion g(z) = .
Konvergenz gilt dann

und hat als Majorante

lim
n—oo Jo 1+ 22

> cos () L4t g /00 oS (ﬁ? —eh
14+
0



