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Analysis IV

11. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) zu den Voraussetzungen des Satzes von Fubini
Mache Dir klar, dass eine iterierte Integration der Funktion
22— o2

T,Y) = 5y

beziiglich des Lebesguemafles mit 0 < z,y < 1 nicht das gleiche Ergebnis liefert, wenn man
die Integrationsreihenfolge vertauscht. Ist f A\*-integrierbar iiber |0, 1[>?
Hinweis: Leite arctan% ab.

LOSuUNG:

Fiir z,y > 0 ist

—arctan— = ———— . —= —°— —arctan— = ———— - (——=) = —
or y 1+ Yy 22y Oy y 1+ ¢ z? + y?
Somit ist
x? —y2 2
= arctan —
@+ 22 dzdy oy
und es gilt
/0 <A mdy) dz = /0 1+ 22 —0dr = [arctanx]o = Z
und

1 1 .2 2 1
T4 —y 1 1 s
—=—dx | dy = — + 0dy = |— arctan = ——.
/0(/0 (@ + y?)? ) Y /0 TR W=

Aus der Existenz der iterierten Integrale folgt also keine Gleichheit, insbesondere ist f nicht
A-integrierbar auf 0, 1[%.

(G 2) grofler Umordnungssatz fiir Doppelreihen

Leite aus dem Satz von Fubini eine Aussage dariiber her, wann

oo 00 oo 00
DD =D ) tum
n=1 m=1 m=1n=1

gilt.



LOSUNG:

Es seien (X, A, u) = (Y. B,v) = (N,P(N), u), wobei p das Zahlmafl auf N sei. Dann ist
P(N) @ P(N) = P(N x N), und der Satz von Fubini besagt, dass die Gleichung

D@m= ) =D ) Gun M

(n,m)eNxN n=1m=1 m=1n=1

fir alle ap, € [0, 00] gilt. Sie gilt auch fiir a,,, € C, falls eine der auftretenden Reihen bei
Ersetzung von ay, durch |a,,,| konvergiert.

Bemerkung: Der grofle Umordnungssatz fiir Doppelreihen besagt, dass wenn eine der Reihen
in (1) absolut konvergiert, die anderen Reihen der Gleichung dies auch tun.

(G 3) Satz von Fubini I
Berechne das Integral [, f dX;, wobei. ..

(a) A das Quadrat mit den Eckpunkten (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) ist und
flay) = 2®+y’ + 227
(b) A das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (0,7), (7,0) ist und

f(z,y) = 2y —3cos(x +y).
LOSUNG:

(a) Mit dem Satz von Fubini kénnen wir das zu berechnende Integral zu einem iterierten
Integral umschreiben:

/ fdr = / (2 + 9 + 229?) dXo(z,y)
A [0,1]x[0,1]

- /[01] (/ﬁ)l}(x2+y3+2x92) d/\l(‘r)) d)\g(y)
=1 1
= /[ ][x3/3+$y3—|—x2y2] Od)\Q(?/) = /(1/3+y3+y2) dy
0,1 e ;

_ [y/3—|-y4/4—|—y3/3]é = 1/3+1/4+1/3 = 11/12.

(b) Mit dem Satz von Fubini erhalten wir
/ (zy — 3cos(x +y)) dra(z,y)
A

T 2
- / 107 (2 ) - (2 — Beos(z +9)) dha(a, y)
[0,7]x[0,7]

- /[m / 1[fid?,(%l'<f’3y_3COS(90+y))dAl(a:) i (y)

- /[Oﬂ </[0,7r—y] (vy — 3cos(z + 1)) d)\l(l")> dA1(y)

— /K)}[ny/2—3sin(x+y)]iigy d\(y) = /OW((W—?J)Qy/Q—I—?)Siny) dy

= / (7°y/2 — 7y* +y°/2 + 3siny) dy = [7%y*/4 — 7y’ /3 +y"/8 — Bcosylg
0

= 1 /4—7"/3+7Y/8+6 = 7*/24+6.



(G 4) Satz von Fubini II

Benutze ein Doppelintegral der Funktion
flz,y)=y- e~ (L+a?)y?

iiber Ry, um [ e **dz zu bestimmen.

LOSUNG:

Da der Integrand nicht-negativ ist, konnen wir bei * die Integrationsreihenfolge vertauschen
und erhalten

° OO 2Y,,2 1 o 1 m
(42 g0 de = _/ de &2
[ ([ a5 [
= / (/ e_nyde> ye_dey
0 0
& ee 2 2 e 2 2
= / (/ et dt) e Vdy = (/ e Y dy) ,
0 0 0

also gilt
o 1
/ e dr = —\/.
0 2
Hausiibungen

(H 1) Satz von Fubini IIT (2 Punkte)
Berechne das Integral [,(2z 4 y) d\s(z,y), wobei

A= {(z,y) eR*: 2>+ 9> < 1und 2,y > 0} .
LOSuNG:

Unter Benutzung des Satzes von Fubini erhalten wir

2
L/ka*'y>dA“x’y) = ‘/;1 () oty datey)
e e

-1
- /[0 1 /{0 1 ﬂﬁh () (22 +y) dh(z) dAi(y)

B L d\i(x) d\
/[0,11 /[o,\/ﬁ](2 +y) dh(z) dh(y)
B /[01] o + a2 )

1—1/2]

_ 4” (1= ?) +yv/1—¢?) dhi(y)
= y-L-c0-»

- 1-1/3+1/3 = 1.



(H 2) Satz von Fubini IV (4 Punkte)
1

In dieser Aufgabe soll nachgewiesen werden, dass ) | -5 = %2 gilt.

(a) Berechne zunéchst den Wert von

1 1 1
P::/ (/ dx) dy
0 -1 1+$y

durch Entwicklung des Integranden in die geometrische Reihe und anschlieSende glied-
weise Integration.
Hinweis: P =23% >

2n+1)

(b) Fiihre in P die Substitution u(z) = = + $y(2? — 1) durch und vertausche nun die
Integrationsreihenfolge (warum geht das?). Berechne den Wert des so entstandenen
Integrals, indem Du an geeigneter Stelle noch zweimal substituierst, zunéchst v(y) =

\/y1+7“ und dannu-—cos2ap mit 0 < < 3

Hinweis: (1 4+ u)(1 —u?)~2 = tanp und P =
(¢) Leite nun her, dass > o7 | -5 = %2 gilt.

LOSUNG:

zu (a): Vorbemerkung: Fir 0 <z < 1,—-1 <y < 1gilt -1 < zy < 1.
Integrand als geometrische Reihe: Es gilt

0<

Das Ziel ist nun, P mit Hilfe des Satzes iiber monotone Konvergenz zu berechnen. Dazu
iberpriifen wir, ob f, € M_:

L— (wy)""!

>0
1—ay

fn(x> y) =

fir alle 0 < =z < 1,—-1 < y < 1. (f,)n ist nicht monoton, aber (font1)n ist monoton
wachsend: fo = 1,fi = 1—ay, fo = 1 — ay + (x9)%, f = 1 — ay + (29)? — (z)* =
fi+ (zy)*(1 — zy) > f1, der Induktionsschritt lautet dann

fonss = fonsr + (=172 ()2 + (= 1) (29)*" " = foppr + (29)* TV (1 = 2y) > fonsr.

1

Somit ist der Satz von Beppo Levi anwendbar auf die Funktionenfolge (fon11)n — g

Wir erhalten also

Lol 1 pl
P = / / da:dy:/ / limfndxdy s hm/ / fndxdy
4 142y _

= hmZ// xy dxdy—hmZ/ {k+1 k+1 k:| dy

r=—1

1 o=t
_ k k+1
= hmg / k—i—l dy—hmg k—l—l {k—l—ly ]

y=0
: (—1)*+1 >
= lim Z ~ =y =
n i (k+1)2 — (2k +1)2
| 0 k ungerade,
| 2 k gerade.




zu (b): Substitution von u(z) = z+ 1y(2? — 1) mit & = 1+ zy fiihrt zu einem Integranden
L in dem nun noch x durch u ersetzt werden mufl. Wir formen wie folgt um:

(1+zy)2?
(1+2y)* = 1+22y+ (zy)* =1+ 22y +y*(2* — 1) + 3
= 1+2(fv+%(f€2—1))y+y2=1+2uy+y2
Somit ist
1 ntegran Lot 1
/ / ddy — / / L gy e / / 1 gydu
1+ zy o Jo11+2uy+y? 1Jo 1+ 2uy+y?
und mit d“ = \/T und
1 L 1 e _ T

1+ 2yu + y? - 1—u?+u?+2yu+ y? B (1—u?) + (u+y)? 14_% 1402

folgt
1 ! 1 v(1)
P = / / ml o dvdu = /_1 i [arctan v],, ) du
; 1+u
= — = arctan ———

1 V1 v1+ u2
Setzt man nun v = — cos 2 mit 0 < ¢ < 7 und formt das Argument des Integranden um,

1+u 1 —cos2p 1 —cos2¢p

V1i—u? /1 —cos?2p sin 2¢

so erhélt man wegen = 2sin2¢p

2 1 z 2
= / ————arctantan ¢ - 2sin 2pdy = / 2pdp = —
0 /1 —cos?2p 0 4

u (c): Es ergibt sich also

Wegen
o0 1 oo oo
D= Z RPN Ty % -
k=1 =1 :0
:% pIyact ,%2
folgt also



