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Analysis IV

10. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) Monotone Konvergenz

Es sei (f,) C MT™ eine Funktionenfolge die fast iiberall gegen eine Funktion f € M*
konvergiert. Weiterhin sei die Folge (f,) fast iiberall monoton steigend (,d.h. es gilt f; <
f2 < f3--- fast iiberall). Zeigen sie [ fdu =lim [ f, du.

LOSUNG:

Es sei (X, u) der betrachtete Mafiraum. Da die Funktionenfolge f, fast iiberall monoton
steigen ist gibt es eine Nullmenge N; C X so dafl die Folge f,, auf X \ N; monoton steigend
ist. weiterhin gibt es eine Nullmenge Ny C X so daf die Folge f,, auf X \ Ny gegen die
Funktion f konvergiert. Da N7 U Ny eine Nullmenge ist, folgt

lim/ fodp = lim fndu
X

X\(N1UN2)

= / lim f,, du
X\(NIUNQ)

(G 2) Lemma von Fatou

Es sei (f,) € M™ eine Funktionenfolge die fast iiberall gegen eine Funktion f € M™
konvergiert. Zeigen sie [ fdp <liminf, . [ f,du.

LOSUNG:

Es sei (X, u) der betrachtete Mafiraum. Da die Funktionenfolge f,, fast iiberall gegen f
konvergiert gibt es eine Nullmenge N, so daf§ f,, auf X \ N gegen f konvergiert. Aus dem



Lemma von Fatou folgt

/deu — [ tdu

X\N

= / lim f,, dp
X\N

= / liminf f, dp  da f, auf X \ N gegen f konvergiert
X\N

< liminf fndu
X\N

= liminf/ frndp.
X

(G 3) Integrabilitét
Es sei f € M™ eine integrable Funktion (,d.h. [ fdu < 00). Beweisen Sie, daf die Menge
{z € X : f(z) = 0o} eine p-Nullmenge ist.

LOSUNG:

Wenn M = {z € X : f(zr) = oo} keine p-Nullmenge wire, so gibe es eine positive
Stufenfunktion S < f, welche nicht integrabel wiire, d.h. [ S dp = oo. Dies steht jedoch im
Widerspruch zur Approximation von [ f dp durch solche Stufenfuntionen.

(G 4) Parameter-abhingige Integrale/Satz von Lebesgue

Es sei p ein endliches Mafl auf R und f : R x R — R eine stetig differenzierbare Funktion.
%(m,y)‘ < h(x). Zeigen Sie,
Yy

Weiterhin gebe es eine integrierbare Funktion A : R — R mit
daB die Funktion

o(y) = / F(ry) di

differenizierbar ist und sich die Ableitung durch

9 (y) = / g(%y) dp

r Oy
berechnet.

LOSUNG:

Wir zeigen die Differenzierbarkeit von g an einer Stelle y € R. Wendet man den Mittel-
wertsatz auf die Funktion s — f(z,y + s) an, so findet man ein 9, ; € [0, s] mit

1 of
g (f(xay + 5) - f(m,y)) - 8_y(x7y+19x,s)'

Da nach vorraussetzung ]g—i(x, y+9U.5)| < h(zx) gilt, erhilt man mit dem Satz tiber majori-



sierte Konvergenz (Satz von Lebesgue) fiir jede Folge (s, )nen mit lim s,, = 0 die Gleichungen

g(y) = lim kS (9(y+s) —g(y))

n—oo S,

= lim 1(f(ﬂv,y+ s) — f(z,y)) du

n—oo RS

of
= lim | =(z,y+9.4)d
sm | Gy @yt e du

of
= lim ——(z,y +V,4)d
[ 1w 5 ) d

of
= [ ZL(z,y)d
Ray( y) dp

(G 5) Parameter-abhingige Integrale

Es sei p ein endliches Mafl (d.h. u(R) < oo) auf (R, B(R)) derart, da die Funktion idg :
R — R, idg(z) := x bzgl. u iiber R integrierbar ist. Zeigen Sie, dass

GRoR, gly) = / sin(zy) dy(z)

stetig differenzierbar ist und finden Sie die Ableitung ¢'.
LOSUNG:

Wir wollen den Satz iiber parameterabhéngige Integrale (siche Aufgabe 4) anwenden. Wir
haben

o) = [ Sna) duto
mit
fRxR—=R, f(y,z):=sin(zy).

Die Funktion f ist stetig differenzierbar; insbesondere existiert also die partielle Ableitung

) = o costan)

und ist stetig. Es ist also
of
Zya)] = Jecostay)] < Jo] = hia)
Y
fiir alle z,y € R, wobei

h:R—=R, h(z) = |z|.

Da per Voraussetzung idg bzgl. p integrierbar ist, ist auch h = |idg| bzgl. v integrierbar.
Somit sind alle Voraussetzungen von Aufgabe 4 erfiillt: Die Funktion ¢ ist stetig differen-
zierbar, mit

_ [9f

9 (. 2) dyu(z) = / v cos(ey) du(z) .

B r OY R

9'(y)

(G 6) L'-Réume
Es seien f,g € L'. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen

(a) VAeM [, fdu= [,9dn (b) [(|f—gldu=0 (c) f=g fast iiberall.



LOSUNG:

Es sei (X, jt) der betrachtete MaBraum. Wir zeigen (a) = (b): Wir nehmen [ |f—g|dp # 0
an. Dann gibt es eine nicht Nullmenge Y mit f # g auf Y. Somit ist entweder die Menge
Y, ={yeY| f(y) >g(y)} oder die Menge Y_ ={y € Y | f(y) < g(y)} keine Nullmenge.
Wir nehmen 0.B.d.A u(Y,) # 0 an. Es gilt

vi= Uty ey 17 = o) + )

Somit muf mindestens eine der Mengen Y,, :={y € Y | f(y) > g(y) + %} keine Nullmenge
sein. Es folgt fY+ f=gdu> [, f—gdu>;p(Y,) > 0im widerspruch zur Annahme (a).

(b) = (¢): Angenommen es gébe eine Menge Y mit f # g auf Y und (YY) > 0. Analog zu
oben ist mindestens eine der Mengen Y, := {y € Y | |f(y) — g(y)| > 1} keine Nullmenge.
Es folgt [, |f —gldp > [, |f —gldp > pu(Ys) > 0 im Widerspruch zur Annahme (b).

(¢) = (a): Nach Annahme gibt es eine Nullmenge N mit f = g auf X \ V. Somit folgt fiir
jede meBbare Menge A:

/Afdu o

A\N

=/ gdpu

A\N

= /gd,u.
A

(G7)

Es sei (X, M, u) ein endlicher Mafiraum und 1 < r < p < oco. Beweisen Sie folgende
Aussagen:

(a) LP(X,p) € L"(X,p) (b) Aus pu(X) < oo folgt || flloo = limp oo || ]|
Losuna:

1. Wir nehmen zuerst p < oo an. Liegt f in LP(X, u), so liegt f7 in L+ (X, ), denn es

gilt
[151Edu= [ 157 dn

Da der Mafiraum (X, M, i) endlich ist, ist auch die konstante 1-Funktion integrierbar.
Wir setzen ¢ = 1 — £. Mit der Holderschen Ungleichung folgt

.
/|f|fdu: 11 £l < I 17 2

Somit ist |f"| integrabel. Fiir p = oo und endliche MaBréaume existiert das Integral

J 11 flloo dpe und es gilt
[israns [l dn

da | f| auBerhalb einer Nullmenge kleiner als || f|| ist. Somit ist f” integrabel.



2. Fiir das Nullmafl oder ||f||oc = 0 ist die Gleichung immer erfiillt. Ist g nicht das
NullmaBl und || f||o # 0, so gilt

im | \frdu)’l“ < (f Hfuz;odu)’l"

= lim p(X)7 | fll
Lo [ Flloo = 1/ ]loo

Umgekehrt

Hausiibungen

(H1) LP-Riume

Wir betrachten den Funktionenraum LP((0,1)?) und die Funktionen f(z) = |z|® fiir « € R.
Fiir welche 1 < p < oo liegt f in LP?

LOsuUNG:

Die Funktion f(x) = |z|® ist genau dann iiber (0,1)¢ integrierbar, wenn Sie iiber (—1,1)¢
integrierbar ist. In diesem Falle gilt 2¢ f(O,l)d fdu= f(—1,1)d fdu. Da Funktion f stetig auf
R?\ {0} ist, ist sie iiber jede kompakte Menge K C R?\ {0} interierbar, so auch iiber
[—1,1]¢\ B;(0). Damit ist sie genau dann iiber [—1,1]¢ bzw. (—1,1)? integrierbar, wennn
sie iber die Einheitskugel By (0) intergrierbar ist. Die Einheitskugel B;(0) 148t sich durch

die Kugelschalen B;(0) \ B1(0) ausschopfen. Ist f iiber B;(0) integrierbar, so ergibt sich
das integral als Grenzwert der Integrale iiber die ausschopfenden Mengen:

fdp =lim [ dp,
B1(0) B1(0O\B1(0)

d.h. dieser Grenzwert existiert. Die Integrale auf der rechten Seite berechnen sich mit Hilfe
der Kugelkoordinaten zu

1
/ fd/'l’7 = / re - Cd*l ' 7ﬁdild?{;
B1(0)\B1 (0) 1

n

wobei C, die Fliche der d — 1 Sphére S?! ist. Der Grenzwert fiir n — oo existiert nur fiir
a+d—1>—1 bzw. fir a > —d.

(H 2) Der Raum L*®

In dieser Aufgabe betrachten wir den Raum £, R) der reellen mefibaren aufierhalb einer
Nullmenge beschrankten Funktionen:

L£2(p,R) := {f | f ist meBbar,3IM € R : u(|f|"Y((M,o0]) = 0}.

Auf diesem definieren wir durch || f||s := inf{M € R | u(|f|Y((M, o0]) = 0} das wesent-
liche Supremum || - ||s. Im folgenden betrachten wir nur Funktionen und Funktionenfolgen
in £2(u,R). Beweisen Sie folgende Aussagen:

(@) |f] < |Iflloo p-fast iiberall.

(b) || - || ist eine Halbnorm auf £ und induziert eine Norm auf L.



(©) [l fn = flloo = 0 = es existiert eine meBbare Menge A mit u(A¢) = 0 und f, — f
gleichméBig auf A.

(d) (L*°(u), || - ||co) ist ein Banachraum.

(e) Es sei (R4, M, i) der Lebesgue-MaBraum in R? und f € £%°(u, R) eine stetige Funk-
tion. Dann ist sup,cpa | f(2)| das wesentliche Supremum || f||- von f.

LOSUNG:

(a) Aus der Definition des wesentlichen Supremums folgt u(|f|""((M, o0])) = 0 fiir alle
M > || fl|oo- Wir setzen X, := [ |V (]| flloo + 3, 00]). Es folgt [ | (|| ]|, 00]) =
Uner X und somit zo([f|D (1| flloc; 00])) = lim p(X5) = 0. Somit gilt [f| < [| ]l
auBergalb der Nullmenge | J, .,y Xn-

(b) Es seien f,g € L®(y,R) und o € R. Es gilt f~(M,0]) = (af)  ((aM,o0]). So-
it folgt [laflle = |a] - | fllx. Die Mengen Ny = |f|CI(([floerc0]) und Ny =
1919 (([lgllse, o0]) sind Nullmengen. Folglich gilt £ +g] < [ £]+]g] < [[flloc+ glloc au-
Berhalb von Ny UN,. Aus der Definition des wesentlichen Supremums folgt || f+¢|/oc <
| flloo + ||g]loo- Die positive Definitheit folgt wie im Falle der LP-Réume.



