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Analysis IV
4. Ubung

Gruppeniibungen

(G 1) Urbilder von o-Algebren

Es sei f : X — Y eine Abbildung und S eine o-Algebra auf Y. Beweisen Sie, dafi das
Urbild f~1(8) € P(X) von S unter f eine o-Algebra ist.

(G 2) AuBere Mafle

Es sei £ C P(X) eine Teilmenge der Potenzmenge P(X) von X fiir die ), X € & gilt sowie
0: E — [0,00] eine Funktion die p(f)) = 0 erfiillt. Weiterhin sei p* das von ¢ induzierte
dauflere Mafl auf X.

(a) Gilt u* < pgauf £ 7
(b) Beweisen Sie, daf§ fiir jedes duflere Mafl 7 auf X aus 7 < p auf £ schon 7 < p* folgt.

(G 3) Stetigkeit von oben

Es sei 1 das Zdhlma$ auf R und A,, := (0, %) eine fallende Folge von Teilmengen. Berechnen
Sie lim,, o 1(A,) und p (ﬂneN An). Warum steht dies nicht im Widerspruch zum Satz iiber
induzierte duflere Mafle 7

(G 4) Fortsetzung von Mafien
Es sei £ = P(Q) C P(R) und p das ZahlmaB auf Q.

(a) Bestimmen Sie das von p induzierte dufiere Mafi p* auf R. Wie 148t sich p* sinnvoll auf
Teilmengen von R definieren, welche nicht durch Mengen A,, € £ iiberdeckt werden
konnen?

(b) Finden Sie eine weitere Fortsetzung von o, welche nicht mit p* iibereinstimmt.

(G 5) Einschrinkung von Maflen

Es sei (X,S,p) ein Mafiraum und Y € S eine mefibare Teilmenge. Wir betrachten die
Menge Sy == {4 € S | A C Y} und die Einschréinkung )y = ps,,. Zeigen Sie, daB
(Y, Sy, pyy) ein Mafiraum ist.

Hausiibungen

(H 1)
Bearbeiten Sie alle ungelosten Aufgaben des 3. Ubungsblattes.



(H 2) Direkte Bilder von o-Algebren
Es sei f: X — Y eine Abbildung und § eine o-Algebra auf X.
(a) Zeigen Sie, daf§
T:={ACY|f YA eS8}
eine o-Algebra auf Y ist. Man nennt f,(S) := 7 das direkte Bild von S unter f.

(b) Bestimmen Sie das direkte Bild f.(B(R)) unter der Abbildung f: R — Z,  — [z] :=
max{z € Z | z < z}

Hinweis: Gilt z.B. 0 € f.(B(R))?

(H 3) AuBere Mafle IT

Es sei £ C P(X) eine Teilmenge der Potenzmenge P(X) von X fiir die (), X € &£ gilt sowie
0: & — [0,00] eine Funktion die o()) = 0 erfiillt. Weiterhin sei p* das von g induzierte
duBere Mafl auf X. In welchen Féllen gilt o = 0P ?



