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Analysis IV
13. Ubung

Gruppeniibungen

(G 1) Berechnung einiger Volumina

(a) Berechnen Sie das Volumen A3(M) des Ellipsoids M = {(z,y,2) € R®: (z/a)* +
(y/b)? + (2/c)? < 1}, wobei a, b, ¢ > 0. )
Hinweis: Benutzen Sie das Prinzip von Cavalieri und Aufgabe G1 vom 12. Ubungs-
blatt.

(b) Berechnen Sie mit dem Prinzip von Cavalieri das Volumen des Kérpers M := K N Z,
der durch Schneiden der Kugel K = {(z,y,2) € R?: 2% + *> + 22 < 1} und des
Zylinders Z := {(x,y,z) € R*: 22 + y*> < 1} entsteht.

(G 2) Volumen eines Rotationskérpers

Es sei r: R — [0, 00| eine messbare Funktion. Uns interessiert das Volumen des Rotati-

e M = {(5y,2) € BT < () = W0, 00)
mit h: R® — R, h(z,y,2) == r(z) — /22 + 42,

(a) Zeigen Sie, dass M € B(R3).

(b) Zeigen Sie, dass A\3(M) =7 [ r(2)* d\ ().

(c) Berechnen Sie fiir & > 0 das Volumen der Menge

M = {(v,y,2) €ER*: 2> 1 und /22 + 42 < 27°}.
(G 3) Volumen eines Rotationskérpers
(a) Sei f : [a,b] — Ry messbar. Wir definieren in R"™ den Rotationskorper
Kpi={(x,t) e R" x [a, 0] : [|z]| < f(2)}-

Berechnen Sie das Volumen des Korpers Ky in Abhéngigkeit des Volumens ¢, der
n-dimensionalen Einheitskugel mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips.

(b) Berechnen Sie das Volumen des Korpers, der entsteht, wenn die Funktion f : [—a,a] —
R, durch f(t) = |t| gegeben ist. Skizzieren Sie die Situation im Fall n = 2.
(G 4) Rechenaufgabe zu Flichenintegralen

Berechne das Flachenintegral

2% y? dSs, (v, y, 2).
So



(G 5) Gauflscher Integralsatz

Satz (Gauf$): Sei KCR™ kompakt mit glattem Rand, v : 0K — R" dusseres Normalenfeld.
Ferner sei KCU,UCR" offen und F € C*(U,R™). Dann gilt

/K divF (z)d\,(x) = / F(z) - v(2)dSox ().

oK
Wir betrachten die Menge K := {(z,y,2) € R3: 2% + y* + 25 < 1} und das Vektorfeld
F:R3 = R?, F(x,y,2) = (2%, 2z + 2y*, cos(zy)).

(a) Zeige, dass K ein Kompaktum mit glattem Rand ist.
(b) Berechne das Fliachenintegral

/E’K<F(x,y,z), v(z,y, 2)) dSox(z,y, 2)

indem Du es als ein geeignetes Volumenintegral umschreibst; hierbei ist
v: 0K — R3 das #uBere Normalenfeld von K.

Beachte, dass wir v gar nicht explizit ausrechnen miissen !

(G 6) Divergenz als Flussdichte

Es sei F': R3 — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld und zy € R3. Fiir r > 0 bezeichne
K, die abgeschlossene Kugel vom Radius » um zy. Wir betrachten den sogenannten “Fluss”
Jor (F(2),v(2)) dSak, (x) von F durch die Sphére 9K, vom Radius r um xy (wobei v :

OK, — R? jeweils das duBere Normalenfeld ist).

Zeigen Sie mit dem GauBschen Integralsatz, dass

o (P@), () S (2)
r—0 As(K)

= div F(zy) .

Hinweis: Schreiben Sie div F'(zy) = m Ji, div F(z0) dA3().



