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Analysis IV
10. Ubung

Gruppeniibungen

(G 1) Monotone Konvergenz

Es sei (f,) € MT™ eine Funktionenfolge die fast iiberall gegen eine Funktion f € M
konvergiert. Weiterhin sei die Folge (f,) fast iiberall monoton steigend (,d.h. es gilt f; <
fo < f3--- fast iiberall). Zeigen sie [ fdu =lim [ f, du.

(G 2) Lemma von Fatou

Es sei (f,) C MT™ eine Funktionenfolge die fast iiberall gegen eine Funktion f € M
konvergiert. Zeigen sie [ fdp <liminf, .o [ f,du.

(G 3) Integrabilitit

Es sel f € M eine integrable Funktion (,d.h. [ fdu < 00). Beweisen Sie, daf die Menge
{r € X : f(z) = oo} eine p-Nullmenge ist.

(G 4) Parameter-abhingige Integrale/Satz von Lebesgue

Es sei p ein endliches Mafl auf R und f : R x R — R eine stetig differenzierbare Funktion.
g—i(l‘,y)‘ < h(z). Zeigen Sie,

Weiterhin gebe es eine integrierbare Funktion h : R — R mit
dafl die Funktion

o(y) = / F(ry) di

differenzierbar ist und sich die Ableitung durch

, of
= —(o,y)d
9 (y) /]R ay( y) du
berechnet.

(G 5) Parameter-abhingige Integrale

Es sei p ein endliches Mafl (d.h. u(R) < oo) auf (R, B(R)) derart, da die Funktion idg :
R — R, idg(z) := x bzgl. u tiber R integrierbar ist. Zeigen Sie, dafl

SRR, gly) = [ sin(ey) du(o)
R
stetig differenzierbar ist und finden Sie die Ableitung ¢'.
(G 6) L'-Riume

Es seien f, g € L'. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen
(a) VAeM [, fdu= [,9dn (b) [;|f—gldu=0 (c) f=g fast iiberall.



(G 7)

Es sei (X, M, pu) ein endlicher Mafiraum und 1 < r < p < oo. Beweisen Sie folgende
Aussagen:

(a) L'(X,p) CL'(X.p)  (b) Aus pu(X) < oc folgt ||f]lec = lim,oc ],

Hausiibungen

(H1) LP-Riume

Wir betrachten den Funktionenraum LP((0,1)?) und die Funktionen f(z) = |z|® fiir « € R.
Fiir welche 1 < p < oo liegt f in LP?

(H 2) Der Raum L*>

In dieser Aufgabe betrachten wir den Raum £°°(u, R) der reellen mefibaren aulerhalb einer
Nullmenge beschriankten Funktionen:

L£2(p,R) := {f | f ist meBbar,3IM € R : u(|f|"Y((M,o0]) = 0}.

Auf diesem definieren wir durch || f||s := inf{M € R | u(|f|"Y((M, 0]) = 0} das wesent-
liche Supremum || - ||oo. Im folgenden betrachten wir nur Funktionen und Funktionenfolgen
in £2(u, R). Beweisen Sie folgende Aussagen:

(@) |f] < |Iflloo p-fast iiberall.

(b) || - || ist eine Halbnorm auf £ und induziert eine Norm auf L.

(©) Ifn — flloo — 0 = es existiert eine meBbare Menge A mit u(A°) = 0 und f, — f
gleichméBig auf A.

(d) (L>®(u), || - ||oo) ist ein Banachraum.

(e) Es sei (R4, M, p) der Lebesgue-Mafiraum in RY und f € £%(u, R) eine stetige Funk-
tion. Dann ist sup,cpa | f(x)| das wesentliche Supremum || f||oc von f.



