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9. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 34) (Minitest)

Sei f: R 2 D — R eine Funktion und zg € D.
Aus welchen der folgenden Aussagen folgt die Stetigkeit von f in z(?
(Du solltest nicht linger als 10 Minuten fiir den Minitest bendtigen.)

O (3e>0)(V6>0) (Ve eD:|x—uxo <6)=|f(z)— flzy)| <e.
O Fiir jede Folge (z,)ney € D mit lim z,, = 2o gilt: lim f(z,) = f(lim z,).
O (Ve>0)(36>0) (VzeD:|z—z] <e)=|f(z) — flx)] <.
O (Ve>0)(30>0) (VexeD:|z—xo <) =|f(x) = flxg)] <e.
O (Ve>0)(3d>0)Va,yeD:|lz—yl<d)=|f(zx)— fly)] <e.
O Es gibt eine Folge (2,)neny € D mit lim z,, = o, so dafl
lim f(x,)= f(lim z,) ist.
LOSUNG:

O (3e>0)(Vo>0)(VexeD:|x—ux <) =|f(z)— fzo)] <e.
Fiir jede Folge (z,,)neny € D mit lim x, = xq gilt: lim f(z,) = f(lim z,).

(Ve>0)(30>0)(VozeD:|x—x| <e)=|f(x)— f(zo)| <.
(Ve>0)(30>0) (Ve eD:|x—x <d)=|f(x) = f(zo)] <e.
(Ve>0)(F0>0) Ve,ye D:|lz—yl<d)=|f(z)— fly)] <e.
Es gibt eine Folge (z,,)neny € D mit lim x,, = xo, so dass

lim f(z,) = f(lim xz,) ist.
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(G 35) (Stetigkeit)
Die Funktion f ist definiert durch

=l —VI+z) firz>0

a firz=0 "

o) ={

Zeige, dass f stetig auf (0,00) ist und bestimme a, so dass f stetig auf [0, 00) ist.

LOSUNG:



Fiir x > 0 ist die Funktion f die Summe und Produkt der stetigen Funktionen, daher ist
sie stetig. Als nexte rechnen wir lim, .o f(z) aus. Es gilt fir x > 0

1=Vt (1-ViFo)(+Vits)  a =0,
RV VI(1+ 1+ )  1+Va+l

f(x)

Daraus folgt, dass f auf [0,00) genau dann stetig ist, wenn a = 0 ist.
(G 36) (Folgen in R™ und Stetigkeit der Vektorfunktionen)

a) Wir betrachten die folgenden Folgen in R?:

1.p 1 n 1 1
n - - b’l’l - 5 1, T7 n - 5y o
a (n7 TL) ) (’fl2 ]_—I—TL) C (nQ Tl2

)Y d, = (sin(%), cos(%»?

1) Skizziere diese Folgen und entscheide welche von ihnen beschrénkt sind.

2) Welche dieser Folgen sind konvergent und welche nicht? Was ist gegebenenfalls der
Grenzwert?

b) Skizziere die zu den folgenden Vektorfunktionen F'(t) = (Fy(t), F(t)) : R — R? gehoren-
den Punktmengen {(F}(t), F5(t)) C R?, t € D(F)}. Sind diese Vektorfunktionen stetig?

1) F(t)=A+ Bt, t €[0,1] mit A, B € R?
2) F(t) = (acost,bsint), t € [0, 7] mit a,b € R,
3) F(t) = (sgnt,sgnt), t € R.

LOSUNG:

a) 1)
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Die Folge (a,,) ist nicht beschriankt, denn es gilt

1
|an]| =4/n*+ = >Vn?=n VneN.
n

Die Folgen (by,), (¢,,) und (d,,) sind beschrénkt, denn

1
] =\/ + ) <VITI=V2 ¥neN,

11
el -

<\/_ Vn € N,

n4

o] =\/cos2< ) ¢ s <”4”> _VI=1 weN

(@) ist nicht beschrankt, also auch nicht konvergent.

(bn) konvergiert gegen (9).

(¢n) konvergiert gegen (§) (Nullfolge).

(d,,) konvergiert nicht. Begriindung: Eine Teilfolge der ersten Komponente: (d§4n))n€N
st —1,1,—1,1,.... Diese ist bekanntermaflen nicht konvergent. Also kann auch (dﬁ”’)neN
und damit auch (d"™),cy nicht konvergent sein.

b) 1) Durch F(t) ist ein Geradenstiick mit Endpunkten A und B gegeben. Diese Funktion
ist stetig, da Fy und F; fiir alle ¢ € [0, 1] stetig sind.

2) Durch F(t) ist der obere Ast der Ellipse mit Halbachsen a und b beschrieben. Stetig-
keit dieser Funktion folgt aus demselben Argument, wie in 1).

3) Die zur F(t) gehérende Punktmenge in R? sind 3 Punkte (—1,—1), (0,0), (1,1).
Diese Funktion ist nicht stetig, da keine von den Funktionen F}, F, stetig ist.
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Hausiibungen

(H 35) (Funktionengrenzwert)

(44+-2+4-3P)
Fiir a € R sei die Funktion f : [0,00) — R durch

~ fa®sin()  firz >0
f(w)—{ 0 firz=0"

gegeben.
a) Zeige, dass fiir o < 0 keine Funktionsgrenzwert fiir z — 0 existiert.
b) Zeige, dass fiir « > 0 ist die Funktion an der Stelle z = 0 stetig.

c¢) Fiir welche « existiert der Grenzwert lim, w? Bestimme fiir diese o den Grenz-
wert.

LoOsuNG:
a) Wenn a < 0 ist, setzen wir z,, = m und bekommen
a1 1 “ 1
xy, sin i (—(2n n 1)%) sin m
- (@) =@y ey

Diese Folge divergiert, da —a > 0 ist.
b) Wenn o > 0 ist, dann ist |2 sin(2)| < |z 2% 0.
D.h. fiir alle a > 0 ist der Grenzwert immer 0.
c) Es gilt
l(f(:c) — f(0)) = 1(:1:a sinl —0) = 2* 'sin l

x x x x
Diese Funktion konvergiert genau dann, wenn o > 1 ist (nach a) und b)), und der
Grenzwert ist gleich 0.
(H 36) (Fehlerabschitzung)
(5P)

In einer Messung wurden die Grossen a,b und ¢ zu a = 2, b = 4 und ¢ = 3 bestimmt; dabei
liegt der maximal mdogliche (absolute) Fehler von a bei £0.5, von b bei £0.2 und von ¢ bei
—0.5,40.2. Die Werte werden in die Funktion

a?+1 /2
— /544
f(CL?b?C) b2+3 C+

eingesetzt. Bestimme den Wert sowie die Fehlerschranken von f(a,b,c).

Hinweis: Zerlege die Funktion in einer Verkettung von Teilfunktionen und nutze zur Be-
stimmung der Fehlerschranken die Monotonie dieser Teilfunktionen.

LOSUNG:



Die Funktion f ist aus Funktionen zusammengesetzt, die in der Ndhe der Messwerte streng
monoton sind; wir nutzen diese Monotonie im folgenden zur Berechnung des maximalen
Fehlers aus.

Wir betrachten zuniichst a? + 1. Die Teilfunktion ist in der Niihe von a = 2 streng monoton
wachsend, also ergibt sich als kleinster Wert 1.5%2+1 = 3.25, als grosster Wert 2.524-1 = 7.25.
Fiir b? + 3 gilt eine dhnliche Argumentation: Der kleinste Wert ist 3.8%2 + 3 = 17.44, der
grosste 4.2%2 + 3 = 20.64. Bei % + 4 hat man streng monoton fallendes Verhalten, also liegt
der kleinste Wert bei % + 4 = 4.625, der grosste bei % + 4 = 4.8. Da die Funktion
der Kehrwertbildung zwischen 17.44 und 20.64 streng monoton fallend ist, hat man den

kleinsten Wert von ﬁ bei ﬁ, den grossten bei ﬁ. Die Wurzelfunktion ist streng

monoton steigend, also liegtder kleinste Wert von 4/ % + 4 bei v/4.265, der grosste bei v/4.8.

Da ein Produkt x -y - z aus positiven Zahlen maximal ist, wenn alle Zahlen maximal

sind, und minimal, wenn alle Zahlen minimal sind, liegt der Minimalwert von f(a,b,c)

bei 3£221/4.625 ~ 0.338633202, der Maximalwert bei ££2%v/4.8 & 0.910777189. Wenn man

a, b, c wie gemessen einsetzt, ergibt sich 1%\ / 1?4 ~ (0.568486026.

(H 37) (Grenzwert einer Funktion)
(3+3P)
Gegeben seien die Funktionen f; = letiHetl g fo(x) = Va?+4r+4 — z — 2 mit

|22 —1]
D(f1) = R\ {—1,1} und D(f;) = R. Untersuche, ob die folgenden Funktionsgrenzwerte
(eigentliche oder uneigentliche) existieren und berechne diese im Falle der Existenz.
a) lim, .., fi(x), zo € {—1,1, —00, +00}.

b) lim, ., fo(z), x¢ € {—2, —00, +00}.

Losuna:
a) Es gilt
r+1, x> —1
2 +1] =
—x—1, < -1
21 >1
|x2 _ 1| — xz ) ? |.:C|
—x*+1, |zl <1
Dann ist
0, r < —1
fl(l'): _%a |ZE| <1
ﬁ, z>1
Es gilt

lim fi(x) =0, lir_lri+ fi(z) = 1.

r——1-

Daher existiert lim, .1 fi(x) nicht. Es gilt

lim fi(x) = lim fi(z) = +o0.

r—1- r—1+

Daraus folgt, dass lim,_.; f1(x) = 400 als uneigentliche Grenzwert existiert. Die Grenz-
werte lim, o fi(z), lim,_ - fi(x) existieren und

lim fi(z) = lim fix) =0.



b) Es gilt
0, x> =2

—2r—4, < -2.

falz) =z +2 -z —-2= {
Die einseitigen Grenzwerte

lim fy(z) = lim fa(z) =0,

T——2" z——2%
woraus folgt, dass lim, . 5 fo(x) existiert und gleich 0 ist. Es gilt

lim fo(z) =0, lim fo(z) = +o0.

T—00 r——00



