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6. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 24)

Wir betrachten die durch drei Punkte P;(—1,0,1), P»(0,2,0) und P;(—3,—1,0) definierte
Ebene E und eine Gerade

T —4 -1
g: vy | = 3 + A 4 mit A e R .
z 2 -5

a) Bestimmen Sie die Normalenform von E!
b) Zeigen Sie, dass g parallel zu E verlduft.
c¢) Berechnen Sie die (senkrechte) Projektion von (—4,3,2) auf E.

LOSUNG:

Gegeben sind die Punkte Py (—1,0,—1), P»(0,2,0) und P3(—3,—1,0). Es sei F die Ebene
durch die obigen Punkte. Die Gerade g besitzt die Parameterdarstellung

—4 -1
g:7T= 3 + A 4 , AeR.
2 -5

a) Die Parameterdarstellung von E lautet:

~1 0+1 —341 ~1 1 —2
= 0o |+xl2=0)+pl =10 )= 0 |+x| 2 |+pn| -1
1 0—1 0—1 1 ~1 ~1

Es gilt nun, einen Vektor N zu bestimmen, der senkrecht auf F steht:

1 -2
< 2 ‘N>:0,und< —1 ‘]\7>:0.

Man erhélt somit ein (unterbestimmtes) homogenes LGS, aus dem man die Komponen-
ten nq, no und n3 von N bestimmen kann.

-3

1 2 —110 1 2 —-11]0 = .
(422~ (32 20) 7o (3) s



Wir setzen zunéchst s = 1 und normalisieren dann V:

-3 -1
1 - 1 1
f=—N = 3 |=—| 1

IN|| 3v3 3 VER

Da (7 | (0,2,0)") = % lautet die Hesse Normalenform von E

E:@|@—i%:0

b) Die Gerade und die Ebene sind parallel, da der Richtungsvektor der Geraden g und der
Normalenvektor der Ebene E orthogonal sind, denn

~1 -3
(0 4« ||l 3 |)=o.
-5 3

c¢) Gesucht ist die Projektion von (—4,3,2) auf E. Diese ldsst sich beschreiben als Durch-
stoSpunkt einer zu F orthogonalen Geraden durch F, die durch (—4, 3, 2) verlduft. Diesen
bestimmt man mit folgendem linearen Gleichungssystem

—4 -3 -1 1 —2
3 +v 3 = 0 + A 2 +ul -1, MprveR
2 3 1 -1 -1

—3v—A+2u=3
= v—22+pu=-3
v+ A+pu=-1

Hieraus erhélt man die zum DurchstoSpunkt gehorigen Parameterwerte:

-3 -1 2] 3 -3 -1 2|3
3 =2 1|-3 |~ 0 -3 3
3 1 1]|-1 0 0 3
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Der Durchstofpunkt hat also die Koordinaten

—4 -3 _5
7 3

3 -3 3 =132
1

2 3 —3

Dies ist die gesuchte Projektion.
Man kann nun auch sofort angeben, welche Gestalt die Projektion g der Geraden ¢ auf
E hat, ndmlich
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(G 25) Komplexe Zahlen

Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil, sowie Betrag, Argument und Polarkoordinatendar-
stellung der folgenden komplexen Zahlen mit z; = 2+ 5,20 =4 — 3.

a) z3 = 2729
z
b) 24 = s

*

2

LOSUNG:

a) Esist 23 = 21%20 = (2 —)(4 — 37) = 5 — 10y = 5(1 — 2), Realteil 5, Imaginérteil —10.
|z3] = 5|1 — 29| = 5V/5, arg z3 = arctan(—2) = —1,1071. Somit z3 =~ 11, 1803e~5%°64 als
Polarkoordinatendarstellung.

b) z4 = 4= (2+])2(§‘_3]) = 1122 Realteil & und 32 als Imaginirteil. |24 = £/125 = %,

arg z4 = arctan == = —0,1799. Die Polarkoordinatendarstellung ist z4 &~ 0, 4472¢~ 11301,

(G 26) Komplexe Zahlen

100

a) Bestimmen Sie die Polarkoordinaten von —77, (1 —7)'"Y und berechnen Sie alle Losungen

der Gleichungen
24 — _737 2100 — (1 _j>100.

b) Berechnen Sie fiir 21 =2 — 3),20 = —1 4+ 57 und z3 = cos ¢ + 7sin ¢, ¢ € R beliebig, den

Ausdruck X

3
~23.
Z9

c¢) Skizzieren Sie den Bereich der komplexen Zahlenebene, der durch folgende Ungleichung

beschrieben wird:
lz+3—y/ <1, zeC.

LOSUNG:
a) Es gilt —7) = 7e="%, wegen (1 — ) = 22¢2™5 ist (1 — 7)100 = 2%0e2m5 = 250 Mt
£, = e gilt

v 37y Ty 117y

2’4:76_%@ZE%{6_8,QT,€T,6T},
100 _ (1 _ )10 1— ek ok
z - ( ]) <~z € {( ])5100 . € {07 s 799}}7
&z e (V2w . ked{0,...,99}}.

) s
: _ 134137 _ e® 3 (F+39)s
b) Es ist j—; = =5~ = %5, daher %23 =<
c¢) Siehe folgende Zeichnung:
z€Cmit [z ()—3)| <1




(G 27)

a)

b)

Welche komplexe Zahl z erfiillt die Gleichung

J(z—=5)=17-13y ?

Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung
2=ua

fiir a = —1 — ). Berechnen Sie - mit ausfiihrlichem Rechenweg - die Polardarstellung von
a.
Berechnen Sie a?° und geben Sie die Losung auch in der Form x + jy mit 2, y € R an.

Wie groB ist |a?°|?
sin (z) W2 1 W20 —-3v2 o1 —1v2 0
cos(z) |1 2vV2 0 —3v2 -1 —iv2 0 1v2 1
LOSUNG:
a)
)(z—=5)=17-3y
& 9z — 5y =17 — 3 | 4+ 5
& 92 =174+ 2y | -7
& —z=17)—2 |- (1)
& z=2-17y.
b) Zunéchst bringen wir a = —1 — 7 in Polardarstellung. Es gilt

ol = V=P + (<17 = V2

Wegen Re(a) = —1, Im(a) = —1 und ¢ € [0, 27[ gilt

~—

. 1 . . T T
sin g = —7§ mit den Losungen ¢ = T oder ¢ = T
1 . N o

Cos p = _ﬁ mit den Losungen ¢ = v oder p = i

Der Winkel ¢ = % taucht in beiden Fiéllen als Losung auf. Daher lautet die Polardar-
stellung von a:

a = v2(cos (%) + 7sin (%)) = V/2exp (j : %T)

Als Losungen der Gleichung erhalten wir

0-2 )
0= e (T < o (1F) = 2o %)
1-2 2 13
21:\4/§€Xp(j¥>: \a|exp<j-(ij W)Z\yiexp<j~%)
n



Zur Berechnung von a?® withlen wir die Polardarstellung von a:

(e ()

573\ 20
= (\/5)20<exp (]%)) = 2"0exp (5257) = 2 exp (y7r) = —2'°.

Wie leicht zu sehen ist, gilt |a] = | — 219 = 210,



Hausiibungen

(H 25) (5 Punkte)
Wir betrachten die beiden Geraden

T 4 4

g1 y | = 0 |+ -8 mit A € R,
z 16 1
x 0 0

g |y |= 8 | +u| -1 mit p € R.
z 15 1

a) Die Geraden schneiden sich. Berechnen Sie den Schnittpunkt!
Wie grof} ist der Schnittwinkel der Geraden?

b) Geben Sie die Normalendarstellung der Ebene an, die durch (0,8, 15) und die beiden
Richtungsvektoren von g; und g, gegeben ist!

LOSUNG:

Gegeben sind die Geraden

T 4 4

g1 y | = 0 |+ -8 mit A € R,
z 16 1
x 0 0

g |y |= 8 | +u| -1 mit p € R.
z 15 1

a) Setzen wir g; und g, gleich, so erhalten wir das lineare Gleichungssystem

4 4 0 0
0O |+A| -8 | = 8 | +punl| —1
16 1 15 1
ax =—4
& —8A+pu =
A—p =—1

= A=—-1 und p=0

Der Schnittpunkt der beiden Geraden berechnet sich somit als

4 4 0 0 0
0 |+ | =8 |=(8 |=[38 |+0-| -1
16 1 15 15 1

Die Geraden schneiden sich unter einem Winkel von

9
a = arccos —— = ~ (45°) .

9v2 4

b) Die gesuchte Ebene besitzt die Parameterdarstellung

0 4 0
15 1 1



Uber
184 =8 1\ _(1/4 040 =7T]\_ (1 0[7/
0 —-1)0 -1 1 0O 1|10 1 -1 0 1] 1

bestimmt sich ein Normalenvektor

. 7 1 7
N=1| 4 und nn=-| 4
4 4

7
1 2
ol _99:O
4

(H 26) (4 Punkte)

Bestimmen Sie die Losungen zq, 25 € C des folgenden Gleichungssystems:

I+pa+1—92zn = 3+
(1 —9)z1 + 3920 =-3-2

LOSUNG:

Wir wenden das gewohnte Verfahren zur Losung des inhomogenen LGS an. Man zieht die
erste Zeile, multipliziert mit 1=, von der zweiten ab:

1+y°
A+ A=p| 3+ \  (Q+2) QA=3)] 3+y
(I—-=92 33 |-3-=2 0 1+4y| -4+, )
Hierzu sind einige Nebenrechnungen notig:
1=y 1=y
1+7 12412 27
-y (=g 1-2-1_
1+, 2 2 ~ 77
—J
39— (=g =3+ti1-y)=4+1,
+7J
L=y
—3-21—-B+)—=-3-29+83+y) =4+
7= J)1+j 7433 +17) J

Man liest nun ab:
2(1+4))=(-4+7) =(4y+1) alsozn=y7,
I—y

1 1
- 349—(1—=9))=—(3+9— H=o—_Jor0y=1-1
21 1+j( +7—-(1-2)7) 1ﬂ( +1—9+7) 5 (2+0) J

(H 27) (6 Punkte) Dreiecksungleichung im Komplexen

a) Zeigen Sie: Fiir jedes z € C gilt Rez < |z|. Wann gilt Gleichheit?
b) Zeigen Sie die Dreicksungleichung fiir komplexe Zahlen:

|Zl—|—22| S |Zl|+|22|, fiir Zl,ZQEC.



c) Beweisen Sie: |21 — 29| > |z1| — |22/

Hinweis: Quadrieren Sie in a) und b) jeweils beide Seiten der Ungleichung. (Warum geniigt
es, die quadrierten Ungleichungen zu betrachten?)

LOSuNG:
a) Da Rez eine reelle Zahl ist, gilt zunéchst Rez < |Re(z)|. Weiter gilt
IRe(2)|? = Re(2)? < Re(z)? + Im(2)? = |2|*.

hieraus ergibt sich Re(z) < |z|, wie behauptet.

Gleichheit gilt genau dann, wenn Re(z) = |Re(z)| und Im(z) = 0, also wenn z eine nicht
negative reelle Zahl ist.

b) Wir zeigen |z + 2|2 < (|z1] + |22])*. (Da |2] fiir jede komplexe Zahl reell und > 0 ist,
folgt daraus auch die behauptete Ungleichung.)

|21 + 22| = (21 + 20) (21 + 22)* = (21 + 22) (2} + 23)
= 212] + 202] + 2125 + 2225
= |21 + |22 + 2125 + (2123)"
= |21|* + |22|* + 2Re(2123)
<D |22 + |22]2 4 2|21 22
= |z21* + [22]* + 221l 22] = (|| + |22])”.

c¢) Hier kann man genauso vorgehen wie bei dem Beweis der entsprechenden Ungleichung
im Reellen:
|Zl — 22‘ + ‘22| Zb) |Zl — 29 + 22| = ‘le,

also |Zl — Zgl Z |Zl| — |22|.
(H 28) (5 Punkte) Komplexe Zahlen

a) Bestimmen Sie die Losung z € C der folgenden Gleichung

1
(3+])Z—;=2+3].

b) Berechnen Sie z = (1 + 3)%°.

c¢) Bestimmen Sie alle z € C mit z* = —1.
LOSUNG:
a) Esist (3+ )z — % =243 alsoz:Qzl,)—i; =1(1+)B =y =22+)).

b) w=1+7 = V2 mit ¢ = Z, also 20¢ = 57 = Ir mod 2r, also w? = V2 e =
210 (1) = —1024.

) 2t = —1=e22" mit & = 1 = j folgt

%gjf: ke{O,...,B}}:{i

1 —1
24:—1<:>z€{ +]i +‘7}.

V2 V2



