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4. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 16) Lineare Algebra Test

a) Der Rang einer Matrix ist

O | die Anzahl ihrer Spalten,

O | die Anzahl der 0-Zeilen,

7 | n—(Anzahl der 0-Zeilen in der Zeilenstufenform) wenn die Matrix
n Zeilen und Spalten hat,

O | die Anzahl der Nicht-0-Zeilen,

7 | die Anzahl der linear unabhéngigen Spalten

b) Sie haben ein unterbestimmtes LGS mit m Zeilen und n Spalten und ¢ als Dimension des
Losungsraums. Die Variablen seien in abhéngige und unabhéngige Variablen aufgeteilt.

Dann ist
W F | Aussage

O & | Die Anzahl der freien Variablen gleich dem Rang

7 O | Die Anzahl der abhéingigen Variablen gleich dem Rang
Od | m=Rang+ /¢

70O | n=Rang+/

c) Fir das LGS Mx =b mit M = vy ---vy] gilt
Z | wenn b im Erzeugnis von vy, ..., v, liegt, dann ist das LGS losbar.
7 | wenn das LGS losbar ist, dann muss b im Erzeugnis von vy, ..., vy, liegen.

d) Gegeben sei ein LGS, die Variablen seien wie in b) aufgeteilt. Der Losungsraum L des
LGS

ist stets ein Untervektorraum wenn das LGS homogen ist.

ist stets ein Untervektorraum wenn das LGS inhomogen ist.

hat immer Dimension grofier Null.

hat Dimension n—(Rang des LGS) bei einem homogenen m x n LGS.

hat negative Dimension wenn das LGS unterbestimmt ist.

ist die Menge der unabhéngigen Variablen.

ist beim zugehorenden homogenen LGS stets grofler als beim inhomogenen.
hat eine der Anzahl unabhéngiger Variablen entsprechende Dimension ...
...und diese entspricht der Maximalzahl an linear unabhéngiger Losungen
des homogenen Systems.

kann durch ein Fundamentalsystem plus eine spezielle Losung

angegeben werden, wenn das LGS inhomogen ist.

hat Dimension Null wenn keine Losungen existieren.
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(G 17)
Betrachten Sie folgende Matrix:

2
0

20340
A= 5 6

N O O

1
0
0

a) Auf wie viele Arten kann man die Menge der abhingigen Variablen im LGS Ax = 0
auswahlen?

b) Geben Sie jeweils zwei solche Auswahlen an!

Anleitung: Sortieren Sie die Spalten von A um, bis die Matrix in Zeilenstufenform vorliegt.
Behalten Sie dabei im Blick, welche Spalte zu welcher Variable gehért.

ry To9 X3 X4 I5 g X7 I8 To X1 X3 X4 I3 Tg X7 T8
2 0 3 4 0 2 0 1~ 0 2 3 4 0 2 0 1 ~...
5 6 0 0 0 5 6 0 0 0
7 0 7 0
Losuna:

a) Nachdem man alle Spalten wie angedeutet sortiert hat, erhélt man folgendes Tablaux:

To X1 X3 Tg Ty T4 Iy T7
o 2 3 2 1 4 0 0
5 6 0

7

Man sieht nun besser, wie viele M6glichekiten man hat, drei linear unabhénige Spalten
als Erzeugendensystem der Spalten von A zu wéhlen:

Die zu x; gehorige Spalte muss immer gewéhlt werden, weiter kann man eine der zu z,
und x5 gehorigen Spalten wahlen. Dann hat man noch 5 nicht Null-Spalten, die zu den
beiden gewéhlten linear unabhéngig sind. Das ergibt also 5 -2 -1 = 10 Moglichkeiten,
die abhéngigen Variablen auszuwéhlen. Da es allerdings nur auf die Menge der Spalten
und nicht auf deren Reihenfolge ankommt, darf man die beiden Auswahlen {z4, x5, x7}
und {z5, x4, z7} nur einmal zdhlen. Es bleiben also 9 Méglichkeiten fiir die Auswahl der
Menge der abhingigen Variablen.

b) Samtliche mogliche Auswahlen sind

{1'1,1'4,1'7}, {1'1,1'5,1'7}, {1'3,1'4,1'7}, {$37$5ax7}a
{1'6,.]}'471'7}, {IL’G,I’5,J}'7}, {$8,$4,I7}, {I87I5,J}'7},

und {z4, x5, 27}

(G 18) Kontraposition

Gilt die Implikation A = B, so gilt auch die Implikation =B = —A, die sogenannte
Kontraposition.
Bilden Sie die Kontraposition zu folgenden Aussagen:

a) Wenn die Sonne scheint, ist es hell.

b) Wenn p Primzahl ist, so gilt p = 2 oder p ist ungerade.



c) Wenn das Auto fihrt, ist der Tank nicht leer.

d) Wenn der Mond aus griinem Kése ist, ist 3 = 4.

LOSUNG:

)
b)
)

a) Wenn es nicht hell ist, scheint die Sonne nicht.
Wenn p # 2 und p gerade (nicht ungerade) ist, dann ist p keine Primzahl.
c¢) Ist der Tank leer, fahrt das Auto nicht.

d) Wenn 3 # 4 ist, ist der Mond nicht aus griinem Kése.

(G 19)

Gegeben seien die folgenden Aussagen

Ve eR:2? >0 (1)
JreR:2% >0 (2)
VeeR:JyeR:2y <0 (3)
JreR:VyeR:2y <0 (4)
JreN: 2> =1 (5)

a) Formulieren Sie diese Aussagen jeweils in umgangssprachlicher Form.

b) Entscheiden Sie jeweils, ob die Aussagen wahr oder falsch sind und begriinden Sie Ihre

Entscheidung.

LOSUNG:

a)

e Das Quadrat jeder reellen Zahl ist grofler als 0.

e Es gibt (mindestens) eine reelle Zahl, der Quadrat grofler als 0 ist.
(Umformulierung: Es gibt reelle Zahlen mit Quadraten grofier 0.)

e 7u jeder reeller reellen Zahl x gibt es eine relle Zahl y, so dass das Produkt zy
kleiner gleich 0 ist.

e Es gibt (mindestens) eine reelle Zahl z, so dass das Produkt von x mit jeder reellen
Zahl Kkleiner gleich 0 ist.

e Es gibt genau eine natiirliche Zahl deren Quadrat 1 ist.
(Umformulierung: Die Gleichung x? = 1 hat eine einzige Losung in natiirlichen
Zahlen.)

e Fiir z = 0 € R gilt 22 = 0. Folglich ist die Aussage (1) falsch.
o Fiir v =1 € R gilt 22 = 1 > 0. Folglich ist die Aussage (2) wahr.

e Sei x € R beliebig. Wahlt man nun y = —a, so ist 2y = —2? < 0. Folglich ist die
Aussage (3) wahr.

e Sei z = 0 und y € R beliebig. Dann gilt zy = 0-y = 0 < 0. Folglich ist die Aussage
(4) wahr.

e In den reellen Zahlen hat die Gleichung 22 = 1 bekanntlich genau die zwei Losun-
gen 1 und —1. Da aber —1 keine natiirliche Zahl ist, ist 1 die einzige natiirliche
Losung der Gleichung. Folglich ist die Aussage (5) wahr.



(G 20) De Morgansche Regeln
Man bezeichnet die folgende Aussage als die erste de Morgansche Regel fiir Mengen:
Sei M eine Menge und A, B Teilmengen von M. Dann gilt:

ANB=AUB.

(Hierbei bezeichnet A das Komplement von A in M, d.h. die Menge aller z € M mit x ¢ A.)
Vervollstandigen Sie folgenden Beweis:

r€eANBere M\ (ANB) & (re M)A~ ((xr € A)A(x € B)) &
S rzeM)N(-(reA)V-(xreB))
S (zeM)A-(zeA)V ((xeM)A-(z € B))
& (reA)V(zeB)sre (AUB).

Die Schreibweise M \ A bedeutet, die Menge M ohne die Elemente, die in A enthalten sind.



Hausiibungen

(H 16) (242 Punkte) Wiederholung

Beweisen Sie mindestens 2 der folgenden Aussagen mit vollsténdiger Induktion:

a) Fiir jedes z € R mit x > —1 und jede natiirliche Zahl n > 0 gilt

(1+2)">1+nx (Bernoullische Ungleichung).

b) Fiir die Binomialkoeffizenten C'(n, k), die in Aufgabe (G 4) eingefiihrt wurden, gilt

H?:n—k-l—l i

=T

, wennn>k>0
c¢) Fiir die Fibonacci-Zahlen, die in Aufgabe (G 3) eingefithrt wurden, gilt:

1 1+v5)  [1-v5\" .
B (5 (58)). e

Bermerkung: Eine andere, sehr géngige Schreibweise fiir die in Teil b) zu beweisende Formel
verwendet die in (G 3) eingefiihrte Fakultét:

n!

C(n, k) = m,

wenn n >k > 0.

LOSUNG:

a) Induktionsverankerung n = 1: (1+x) > 1+ z.
Induktionsschritt n — n 4 1: Aus der Voraussetzung folgt 1 + = > 0, also gilt

(I+2)" =0+2)1+2)"> 1 +2z)(1+nz).
Damit hat man
A+2)""'>14nz+r4+n® =1+ 0+ De+na®>1+ (n+ 1z,

weil 22 > 0 ist.

b) Induktionsverankerung n = 0:

0 .
C(0,0) = 1= —; H?=1§ (leere Produkte!)
Hj:lj [Thi

Induktionsschritt n — n+ 1: Wir betrachten C'(n+ 1,%) mit k£ € {0,...,n+ 1} (und
n > 0). Per Definition gilt

Cn+1,k)= C(n,k—1) + C(n,k)
—_—— ——
0 fiir (k—1)<0 =0 falls k>n
1 fiir (n,k—1)=(0,0)

Wie miissen einige Félle gesondert betrachten:



e Zunéchst den Fall (n,k — 1) = (0,0). Dann hat man C(n + 1,k) = C(1,1) =
1+ C(0,1) =1+ 0. Die Behauptung ist hier richtig, denn
[Ty
LIS

e Nun den Fall £k —1 < 0, also & = 0. Dann hat man C(n+1,0) =0+ C(n,0) =1
Da

n+1 .
1= Hz+12
n+1-0
Hyl H+ h

ist die Behauptung in diesem Fall richtig.

e Nun den Fall & > n. Da k < n+1 (nach Vor.) gilt also k = n+1 (und insbesondere
k > 0). Folglich hat man

[T i

- n+l . yyn+l—(n+1) 4’
Hy:ﬂ h=1 h

Cn+1l,n+1)=C(n,n)+0

Also gilt die Behauptung auch hier.

Da wir die Sonderfille iiberpriift haben, diirfen wir nun Voraussetzen, dass n > k > 0
Nun kann man die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhélt

Cln+1k) = C(n. k) + C(n.k — 1) = — 1Lzt Hz i

HﬁzleZ;’fh [ I h
DY GV PRED ROV (D )

Hy 1JH3 1J H Hn k+1
I LT h[<n+1—k>+k} (n+ DT,

Hy 1JH3 1J H Hn h H] 1J Hn+1 “h
l—In-i-lZ
HJ J Hn—l—l k

c¢) Setze zunéchst
o= 1= V5 1+V5

Induktionsverankerung n = 0: ! (¢ — ¢

5
Induktionsschritt n — n + 1:

~—
| |
>_.
A
—_
~—
(@]
|
>

Fn+1:Fn+Fn—1

_L no__ ,n n+l _ n+l

—\/g(ﬁb P+ ¢ Y

== (0 G+ ) —v @+ D)
U 1 +v6+2 11— +5+2
e

2

Y

nach Induktionsvoraussetzung. Durch Nachrechnen stellt man fest

, (148 3445, [1-vB) 3-5
(s ()8

2 -T2



Man hat also

Fopi = — ("1 @2 4yt g?) =

\/g (¢n+1 _ ¢n—1) )

V5

Erginzung zu Teil b): Alternativ kann man den Beweis auch unter Verwendung der Fa-
kultétsfunktion aufschreiben, was wir nachfolgend skizzieren wollen.

Die Induktionsverankerung lautet: C(0,0) =1 = Wio!'

Im Induktionsschritt sind die selben Spezialfille wie oben zu behandeln:

e Den Fall (n,k — 1) = (0,0). Wie oben hat man C(n+ 1,k) = C(1,1) =1+ C(0,1) =
1+ 0. Man iiberpriift nun, dass

1!

T LT C(1,1).

e Den Fall £ —1 < 0, also k = 0. Man hat C(n+1,0) =0+ C(n,0) = 1, und iiberpriift

(n+1)!

e Zuletzt den Fall k£ > n. Also k =n + 1 (und insbesondere k > 0). Hier hat man

(n+1)!

Cn+1l,n+1)=C(n,n)+0=1= ST

Nach der Betrachtung der Sonderfille kann man den Induktionsschritt mit der Annahme
n > k > 0 formulieren, etwas {ibersichtlicher als oben, aber ansonsten analog:

n! n!

T Mo T G D=k D)

(k= 1)n+1—k)!+k(n—k)]
T Bl —k)(k-Dl(n+1—k)!
_nl(k=1l(n —k)! [(n+1—k)+k] _ nl(n+1)

Elin— k) (k—D)!n+1—-K)!  kl(n+1-k)

_ (n+1)!

Kl(n+1— k)

Cn+1,k)=C(n,k)+C(n,k—1)

(H17) (242 Punkte)

Gegeben seien die folgenden Aussagen

VeeR:d3neN:n>x (6)
dJreR:YneN:n>z (7)
JreR:VneN:x>n (8)
VneNy:JzeR:22=n 9)
IneNyg:IzeR: 2> =n (10)

a) Formulieren Sie diese Aussagen in mathematischer Umgangssprache!

b) Entscheiden Sie jeweils, ob die Aussagen wahr oder falsch sind und begriinden Sie Thre
Entscheidung.



LOSUNG:

a) °

Zu jeder reellen Zahl = gibt es (mindestens) eine natiirliche Zahl n, die grofier als
x ist.

Es gibt eine reelle Zahl, die kleiner als jede beliebige natiirliche Zahl ist.
Es gibt eine reelle Zahl, die grofler gleich jeder beliebigen natiirliche Zahl ist.

Zu jeder natiirliche Zahl n gibt es (mindestens) eine reelle Zahl z, mit der Eigen-
schaft, dass n das Quadrat von x ist.

Es gibt eine natiirliche Zahl n, zu der es eine einzige reelle Zahl x gibt, fiir die
2? = n gilt.

Sei z € R beliebig. Dann ist n := [|z|] +1 € N und n > 2. Die Funktion [-]
rundet hierbei auf die néchste grolere ganze Zahl auf. Folglich ist die Aussage (6)
wahr.

Fiir z = —1 € R gilt n > z fiir alle n € N. Folglich ist die Aussage (7) wahr.

Die Aussage (8) ist die Negation der Aussage (6). Folglich ist die Aussage (8)
falsch.

In den reellen Zahlen existiert zu jeder positiven Zahl die Quadratwurzel. Da
die natiirlichen Zahlen eine Teilmenge der positiven reellen Zahlen sind, kann fiir
gegebenes n € Ny z := /n gewihlt werden, soda offensichtlich 2z = n gilt.
Folglich ist die Aussage (9) wahr.

Fiir n = 0 € Ny hat die Gleichung 2? = n nur die Losung x = 0. Folglich ist die
Aussage (10) wahr.

Bemerkung: Man beachte den grundsétzlichen Unterschied zwischen den beiden letzten
Aussagen. Die erste sagt aus, dass es in R eine Wurzel zu jeder natiirlichen Zahl gibt. (Das
stimmt, in der Regel ist allerdings neben /n auch —y/n eine weitere Losung der Gleichung

2 =n.)

nur eine

Die zweite sagt aus, dass man eine natiirliche Zahl finden kann, zu der es wirklich
Losung dieser Gleichung gibt. (Auch dass stimmt, wird aber falsch, wenn man Ny

durch die natiirlichen Zahlen ohne 0 ersetzt.)

(H 18)

(3 Punkte)

Entscheiden Sie, ob die folgenden logischen Implikationen bzw. Aquivalenzen wahr oder
falsch sind:

LOSUNG:

W F
(i) ne2N = 3teilt2?" -1 4 O
(1)) 2€3N = 17ist prim 4 O
(¢49) 17 ist prim = 2€ 3N |
(iv) Tteilt 15 = 2ist gerade 4 O
(v) = (AAB) < -AV-B 4 O
(vi) -(AVB) < -AA-B 4 O

Nur die Implikation (iii) ist falsch. Alle anderen sind wahr.

(H 19)

(5 Punkte) Zweite De Morgansche Regel



Beweisen Sie folgende Aussage, die sogenannte zweite De Morgansche Regel:
Sei M eine Menge und A, B C M. Dann gilt:

AUB=ANB.
(Wie in Aufgabe (G 20) bezeichnet A hierbei das Komplement von A in M, d.h. alle x € M
mit x ¢ A.)
LOSUNG:
reAUBS e M\(AUB)&S (reM)A-((r€eA)V(reB)) <
sreMAN(-(xe A AN-(ze€B))

S(reMA-(zeA)V(zeMA-(zeB))
S (reA)AN(zeB)=ze (ANB).



