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2. Ubung mit LSsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 7) Vorbereitung

Sie haben m lineare Gleichungen vorliegen:

a11T1 + -+ A1y = bl

2121 + -+ aAon Ty — bg

g (1)

A1 1+ -+ ATy, = by
Im Folgenden bezeichne Z; Zeile i von (1).

a) Sei zundchst m = 2 sowie A1, Ay € R reelle Zahlen. Wenn (1) gilt dann ist auch \;Z; +
)\QZQ el‘ﬁillt, d.h.

(a1 A1 + agXo)zy + -+ + (@1 1 + a2 A2)x, = Aby + Agbo.

Machen Sie sich klar, wann und ggf. wie man durch einen erneuten Schritt wie in
a) aus den beiden Gleichungen (Z1, \Z; + AyZ5) das urspriingliche Gleichungssystem
(Z1, Zs) wiederherstellen kann. Man sagt dann, die Gleichungssysteme (71, Zs) und
(Z1, M Z1 + NoZs) sind dquivalent (gleichwertig) und bezeichnet die Umformung daher
auch als Aquivalenzumformung.

b) Wenn man die Unbestimmten z;; nicht mehr auffithrt und einfach die Koeffizienten in
ein zweidimensionales Zahlenfeld eintriagt gelangt man zur Matrizenschreibweise von (1):

ai;y ... Qip bl

Am1 -+ Amn bm
Schreiben Sie in Matrizenschreibweise (m = n = 3):

lzy 4+ 0xg 4+ 223 =5
11‘1 + 1113'2 + 5!13'2 =7
1.7}1 + 21’2 + 71’3 =12.



¢) Spricht man bei Matrizen von “der” Diagonalen so ist stes die Diagonale von links oben
nach rechts unten gemeint (beginnend mit aqy, as,...). Eine Matrix ist in Zeilenstu-
fenform wenn in jeder Zeile alle Eintrdge unterhalb des ersten von Null verschiedenen
Eintrags Null sind. Bringen Sie durch Operationen wie in a) die Matrix aus dem vorigen
Aufgabenteil in Zeilenstufenform. Bringen Sie dazu zunéchst alle Eintrédge unterhalb
von aj; zum Verschwinden und verfahren Sie dann in der zweiten (und danach in allen
nachfolgenden Spalten) nach dem selben Schema.

d) Losen Sie nun das sich in Zeilenstufenform befindliche Gleichungssystem.

LOSUNG:

a) (Z1,Zs) und (Z1, \1Z1 + Ao Zs) sind dquivalent genau dann wenn Ay # 0.
b) siehe erste Matrix in 77?).

c¢) Auf Zeilenstufenform bringen:

1o 2[5\ (10 2]5
1157 LA g 1 3|9 | PR
1 2 7012 02 5|7

d) Losen des linearen Gleichungssystem (in Zeilenstufenform):

aus Z3: x5 = —3, 11
in Z2: ;U2—|—3(_3):2M_>$2:11’ ~s = 11
in Z1: T +2-(=3)=5 ~ 3y = 11.

(G 8)

Die Gerade ¢ ist durch die Punkte G, G gegeben, wihrend h : H + MA@, A € R, in Parame-
terdarstellung vorliegt,

o) -(3) () () e

a) Bestimmen Sie eine Parameterform von g.

b) Ermitteln Sie rechnerisch den Schnittpunkt g N A indem Sie wie in der vorigen Aufgabe
das lineare Gleichungssystem in Matrizenschreibweise aufstellen, in Zeilenstufenform
bringen und dann losen.

LOSUNG:

a) Um eine Paramterform der Gerade g zu erhalten, kann man einen der Punkte, etwa G
als Aufpunkt wihlen und reelle Vielfache des Verbindungsvektors der beiden Punkte zu
dessen Ortsvektor dazuzédhlen. Also ist g gegeben durch

o+ (o) v (5) = G)] = () +(50),

b) Bezeichnet man den Schnittpunkt mit P, so muss sowohl P € g als auch P € h gelten.
Also gibt es ein paar reeller Paramterwerte p und A, so dass

(e (1)-()6)

mit p € R.



Hieraus erhélt man eine Gleichungssytem, um g und A zu bestimmen:
1 -3 —4 4
- ()G
(:)4_—4>\—4,u (:)—4 —4 A\ (4
1) =\ sa+11p 5 11)\u) ~ 1)
Nun muss man dieses Gleichungssytem g und A auflésen.

—4 —4 |4 121,722+3271 -1 =111
5 1111 0 616 /°

Also ist =1 (2. Zeile) und A = —2 (einsetzen in die erste Zeile). Einsetzen von \ in
die Gleichung von h ergibt den Schnittpunkt:

(090

Bringen Sie die folgende 5 x 5h-Matrix auf Zeilenstufenform:

1 2 3 0 1
7T 14 26 27 8
A=112 7 7 4 2
-2 -4 —-16 —-54 -4
-3 -6 6 81 0

Spielt die Reihenfolge, in welcher die Gleichungen eines linearen Gleichungssystems aufge-
schrieben sind, eine Rolle?

LOSUNG:

Auf Zeilenstufenform bringen: Zunédchst 22 — 721, Z3 — 271, Z4A+ 271, Z5+ 371

1 2 3 0 1 12 3 0 1
7T 14 26 27 8 00 5 27 1
2 7 7 4 2 ~ 10 3 1 4 0
-2 -4 —-16 -54 —4 0 0 —-10 —54 -2
-3 —6 6 81 0 00 15 8 3

Dann vertauscht man Z2 mit Z3 und erhélt mit Z4 4+ 223, Z5 — 3Z3

12 3 0 1 123 01
03 1 4 0 31 4 0
00 5 2T 1 ~ 5 27 1
0 0 —-10 —-54 -2 0 0
00 15 81 3 0

(nicht alle Nulleintrége sind extra aufgefiihrt.).



Hausiibungen

Steigungsdreiecke
(H 5) (3 Punkte)
Bestimmen Sie zeichnerisch

a) %6_»2,51 + 17, v — <*?Z> 7 .
b) das Dreieck P, P 4 26, P + (—7), o P+ (=)
C) 17—(—52)+%€1. %?z f ’ //// \\\ P 4oz
Hinweis: Um gebrochene Vielfache zu erhal- & i A !
ten verwenden Sie einen Strahlensatz. .
€1 +uv/ e
’

(H 6) (143 Punkte)

Gegeben sind zwei Geraden in der Ebene in Parameterform

4 4 0 -2 .
h : <0)+)\<—8)’ g : (3)+u< 5), mit A\, p € R.

Der Schnittpunkt P der beiden Geraden soll rechnerisch bestimmt werden.

a) Stellen Sie dazu ein lineares Gleichungssystem auf, um die zu P gehorigen Paramterwerte
pp und Ap zu bestimmen.

b) Losen Sie dieses und errechnen Sie die Koordinaten von P.
Losuna:

a) Da der Punkt P auf beiden Geraden liegen muss, gilt
4 4\ . 5. (0 —2
(o) #2 (8) == )+ (5)
Man erhélt hieraus ein LGS in den Unbekannten A und p:
4 -2 0 4
() -+ (5) - () - )
N 4 2 A\ (4
-8 =5/ \u) \'3
b) Losen des LGS (Z2 + 271 und Z1 + 222'):
4 2 | -4 . 4 2 | —4 - 4 0|-14
-8 —5| 3 0 —1]-5 0 1| 5

Man hat also (A, ) = (—1,5)). Einsetzen in der Geradengleichungen ergibt

() (2)



(H7) (3+2 Punkte)

Es soll die Losung des linearen Gleichungssystems

2 11 4 -9 T
-1 -5 3 2 T

-3 24 15 3| | 2

4 5 2 —-13 Ty

bestimmt werden. Gehen Sie in folgenden Schritten vor:

-22

-9
-24

a) Bringen Sie das lineare Gleichungssystem wie in den Gruppenaufgaben auf Zeilenstufen-
form. Gehen Sie dabei ohne Pivotwahl vor falls Thnen der Algorithmus von Gauf§ bereits

bekannt sein sollte (sonst 1 Punkt Abzug)®.

b) Losen Sie anschliefend das lineare Gleichungssystem.

LOSUNG:

Eliminationsverfahren von Gauf3

a) Auf Zeilenstufenform bringen (Eliminationsphase:)

2 11 4 9] -22
-1 5 3 2] 1
-3 24 15 3] 9
4 5 2 -13| -24
2 11 4 9] -22
Z2+(3)21 | 0 3 5 -2 -10
Z3+(3)21 | 0 % 21 -3 42
Z4+(-2)Z1 | 0 -17 -6 5| 20
2 11 4 9] -22
0 3 5 -3 -10
734+(-81)-22| 0 0 -384 192 | 768
7443472 0 0 164 -80]-320
2 11 4 9] -22
0 3 5 -2 -10
0 0 -384 192 768
ZA+33Z3 | 0 0 0 2] 8

b) Losung des LGS in Zeilenstufenform (Ldsungsphase):

I4:—:4,

2

1
T3 = (768 — 192 - 4) = 0,

E

—384

1
vy = -(—10—5~0—<

1 =

DNO| — ol

1) =

(=22 —11-0—4-0—(—9)-4)=T.

(H 8) Diagonalen in einem Parallelogramm (6 Punkte)

!Diese Einschrinkung dient dazu, die Aufgabe einigermafien gut korrigierbar zu halten.



A B

T

Beweisen Sie rechnerisch, dass P sowohl die Strecke [AD] als auch die Strecke [C'B] halbiert.
Beschreiben Sie dazu zunéchst die Diagonalen [AD] und [C'B] durch (Abschnitte von)
Geraden in Parameterform.

Hilfe: Wo treten in der Abbildung zu # und ¥ dquivalente Vektoren auf?

LOSUNG:

Wir bezeichnen die Ortsvektoren der Punkte A, B, C', D mit d, 5, c, d. Setze

F=b-d, §=¢—a.

Da gegeniiberliegende Seiten parallel sind, gilt auch

-

—d—¢ jJ=d—b

1

S

Somit gilt
d—d=d—c¢+c—d=y+% udb—¢c=b—a+a—c==—7.

Die Diagonalen lassen sich in Parameterform beschreiben:

[AD] : d+ A(y+ ©)

Da der Schnittpunkt P auf beiden liegen muss, gilt

PZa+ Mp(§+7) = a+ 7 +up(T—7),

=C

fiir ein Paar (Ap, ) reeller Zahlen (zwischen 0 und 1). Da i kein Vielfaches von Z ist (man
sagt ,x und y sind linear unabhingig®), miissen die beiden Gleichungen

(L—pp)y =Apy
ppI = A\pZ

gelten. Aus der letzten folgt A\p = pp, in die erste eingesetzt erhélt man A\p = % = lp.
Also liegt P genau in der Mitte zwischen A und D und in der Mitte zwischen C' und B.



