,  TECHNISCHE
©/=\ UNIVERSITAT
u‘i DARMSTADT

WS 2008,/2009 15.10.2008

Fachbereich Mathematik
Prof. Dr. C. Herrmann

Eric Hofmann

René Hartmann

Nataliya Kraynyukova

Mathematik | fiir ET, WI(ET), Spolnf, iSt
BEd.ET, CE

1. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) Arithmetik

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:
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LOSUNG:
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(G 2) Summen und Produkte

a) Bestimmen Sie die Werte folgender Summen und Produkte:
5

(i) Y (i+1) (i) YD (km —2k)

1=0 m=1 k=0
b) Zeigen Sie, dass
300 300 300 1
ZZsm k2+l ZZSIH(]C2+Z).
k=1 I=k I=1 k=1

LOSUNG:

t+)=0+)+1+DH)+2+D)+B+1)+(@+1)+(B+1)
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14+24+34+4+5+6=21.
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> (km —2k) =Y "[(0—=0) + (m — 2) + (2m — 4)]

=1 k=0 m=1

23:(37”—6):(3 6)+(6—6)+(9—6)=0.

m=1
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b) Auf der Linken Seite der steht:

sin(12 + 1) +sin(1> +2)  +--- +sin(1? + 300)
+sin(22 +2)  +---+sin(2* + 300)

+ sin(3007 + 300).
Auf der rechten Seite steht:
sin(12 + 1)
+sin(1? + 2) +sin(2? + 2)
+ :
+sin(1? + 300) +sin(2* +300) + - -+ +sin(300% + 300).

Wenn man Spalten und Zeilen vertauscht, sieht man, dass auf beiden Seiten das Gleiche
steht.

(G 3) Rekursive Definitionen
a) Die Fakultit einer natiirlichen Zahl n, geschrieben n!, wird folgendermafen definiert:

ol — { 1 firn=20
U(n—=1Dn fiirn >0
Berechnen sie n! fiir die natiirlichen Zahlen n =1,...,6.

b) Die Folge der Fibbonaci-Zahlen wird folgendermaflen definiert: Man setzt Fy = 0 und
F} = 1. Die nte Fibbonacci Zahl ist dann fiir n > 1 definiert als F,, = F,,_; + F,—_s.

e Berechnen Sie F5.

e Uberlegen Sie sich, ob man diese Definition auch auf beliebige ganze Zahlen n € Z
erweitern kann. Was wére demnach F_5?

LOSUNG:

1. Man berechnet leicht folgende Werte:

n= (112|314 ]| 5 | 6
nl=|1]2]6]|24]120 | 720

2. e Mit Hilfe der rekursiven Definition berechnet man leicht

Fs=F+F=(F+FR)+(FR+H)=
:(F2+F1)+2(F1+F0)+F1:5F1+3F0:5

Ubersichtlicher ist es jedoch, die Zahlen Fi, ..., Fs nacheinander, also iterativ zu
berechnen:




e Die Definition ldsst sich tatséchlich auch auf n < 0 erweitern. Es gilt

1l=F=F+F_1=04+F_4 = F ;=1
O=Fy=F 14+Fo=—-14F_, = [ ,=-1.

(G 4)
Fiir n € N, k € Z seien die Zahlen C(n, k) rekursiv definiert durch
1 fiir (n, k) = (0,0),
C(n, k) =40 falls k < 0 oder n < k, (1)

Cn—1,k—1)4+C(n—1,k) sonst.
Berechnen Sie mit der Rekursionsformel die Eintrége in Abbildung 1.

(G 5)
Sei die Aussage A(n),n € N, gegeben durch

i 2k — 2n+1 -1
k=0

a) Uberpriifen Sie, ob A(n) fiir n = 0 wahr ist (Induktionsstart).

b) Zeigen Sie mit A(n) dass A(n -+ 1) wahr ist. n soll hierbei fest aber beliebig sein (Induk-
tionsschritt).

LOSUNG:

[-Start: fir n =0ist Y ,_,2" =1 =2""" — 1, also A(0) wahr.

[-Schritt: 04520 = ontt 4 S0 ok AW ontr (2ntl — 1) = 272 — 1, also A(n) =
A(n+1). 0O

(G 6)
In dieser Aufgabe soll der binomische Satz durch Induktion bewiesen werden. Aussage
A(n),n € N, sei

An):  (z+y)" ZC’nk‘ T (2)
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Abbildung 1: Rekursiv definierte C'(n, k). C(n, k) steht in Zeile n + 1, Spalte k + 1, wobei
n=0,1,2,... und nur k£ = 0,...,n aufgefithrt sind.



a) Uberpriifen Sie, ob A(n) fiir n = 0 wahr ist (Induktionsstart).

b) Zeigen Sie mit Rekursion (1) und indem Sie A(n) verwenden, dass A(n + 1) wahr ist. n
soll hierbei fest aber beliebig sein (Induktionsschritt).

LOSUNG:

I-Start: fiir n =0 gilt (x +y)° =1 = C(0,0) = C(0,0)z%°
I-Schritt: angenommen A(n) ist wahr, dann gilt

(:)3+y)"+1 (l’—l-'y :H—y chk‘ k-i-lnk Zc(nk)kn-Hk
k=0
0 n+1 n+1
@ ZC kn-‘rl k+zc(nk)kn+1k
k=0
n—l—l

—Zl’k "R IO (ny k — 1) 4+ C(n, k)]

n—l—l

< Z C(n+ 1, k)akynti=F
k=0

also ist auch A(n + 1) wahr.



Hausiibungen

(H1) (4P)
Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:
. —3 4 , 1 —10
O =3 (#) ETRSTS
4 2 , (X? —3X +2)(X - 3)
- X
W) v xs W 3 ooy
Losuna:
. 28—15 13 . 1—-110 109
0 =55 =3 (i) 121 121
4(X +2 2(X +1 6X + 10 X—-1)(X—-2)(X-3
G AE D T2AX D) 6 iy 3oy Ko DE X 3
(X +1)(X+2) (X +1)(X+2) (X —1)(X—-2)
H2) (242P)
a) Schreiben Sie in » - bzw. [[-Notation:
1 1 1 1
1 ce 45 47 = s =
+3+5+ - +45+47 ' 35 T 13

b) Berechnen Sie folgende Terme

m=1k=m k=1 1=3
LOsuNa:
a)
23 4 1 4
o 1—i—1

Z2m+1’ Hgi—lQl_Hg 2

m=0 i=1 i=1
b)

:[4 u_wf]x[§:@—wf]x[}:@—WVIXIEZM—WVI
:0_0xK3—@ﬂ;K4—aﬁu4:®ﬂ:0 :
——

(H 3) Vollstiandige Induktion (343 P)

a) Zeigen Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 die Zahl 22" — 1 durch 3 teilbar ist.

=0



b) Beweisen Sie, dass fiir jedes natiirliche n > 1 die folgende Aussage gilt:

Z/{jg 7’L+].

LOSUNG:

e Induktionsanfang n=1: 22-1=4—-1=3.
Induktionsschritt n — n + 1: Man benutzt hierzu Aufgabe (G 5):

2n+1 2n—1
22(n+1) 1= (22n+2) —1 (25) Z 2k _ Z 2k + 22n + 22n+1 (6;5) 22n — 14 22n(1 + 2)‘
k=0 k=0

Nach Induktionsvoraussetzung ist 22* — 1 durch 3 teilbar, also ist auch die Summe
(22" — 1) + 3 - 22" durch 3 teilbar.

(Bermekung: Etwas direkter kann man im Induktionsschritt einfach mit 4(2"—1)+3 =
2"+2 — 1 und der Induktionsvoraussetzung argumentieren.)

o Induktionsanfang n=1: >,  k*=1= 12
Induktionsschritt n — n + 1:

n+1
Z Zk?’ + (n+1)*
k=

nach Induktionsvoraussetzung ist dies gleich

(n+41) n 1) = (n+1)°n Z4<n+1)
(n+1)*n*+4n+1)*(n+1) _ (n+1)°(n* +4n+4)
4 4
(n+1)*(n+2)?
1 :

(H 4) Multiplikation einmal anders (6 P)

Bereit im alten Agypten kannte man folgendes Verfahren, zwei natiirliche Zahlen a und b
miteinander zu multiplizieren:

1. Man schreibt a¢ und b nebeneinander in die erste Zeile.

2. Auf die linke Seite, unter a schreibt man nun in jeder Zeile nacheinander das Ergebnis
der ganzzahligen Division der dariiberstehenden Zahl durch 2. Beispielsweise schreibt
man in die zweite Zeile links a/2 falls a gerade war und sonst (a —1)/2. Man hort auf,
nachdem man die 1 als Ergebnis aufgeschrieben hat.

3. Auf der rechten Seite, unter b, schreibt man nacheinander in jede Zeile, in der links
schon eine Zahl steht, das doppelte der dariiberstehenden Zahl, also 2b, 4b und so
weiter.

4. Nun streicht man auf der rechten Seite alle Zahlen aus, neben denen eine gerade Zahl
steht (auch b, falls a gerade ist). Die verbliebenen Zahlen auf der rechten Seite addiert
man. Thre Summe liefert ist das Ergebnis, P(a,b).



Beweisen Sie durch Ordnungsinduktion nach a, dass fiir jede natiirliche Zahl b > 0 tatsachlich
P(a,b) = ab gilt.
Anleitung: Zeigen Sie im Induktionsschritt, dass aus Giiltigkeit der Aussage

A(a) : ,Fir jedes b € N, b # 0, gilt P(ab) = ab.”

fiir jede natiirliche Zahl a < a die Giiltigkeit der Aussage A(a) folgt.
Hinweis: Es kann hilfreich sein, den Beweis fiir gerades und ungerades a getrennt durch-
zufiihren.

LOSUNG:

Der Beweis erfolgt durch Ordnungsinduktion mit der Annahme A(a) gilt fiir jedes a < a,
mit anderen Worten ,, Fiir jedes @ < a und jedes b > 0 gilt P(a,b) = ab“.
Induktionsanfang:

Fiir a = 1 gilt offenbar P(a,b) = b.

Fir ¢ = 2 hat man in der zweiten Zeile 1 und 2b stehen. Man streicht b und erhalt
P(a,b) =1-2b=2b.
Induktionsschrit:

Ist a gerade, so wird b aus der ersten Zeile gestrichen, in der zweiten Zeile steht a/2 und
2b. Es gilt also P(a,b) = P(a/2,2b). Aus der Induktionsannahme (A(a/2) ist wahr) folgt
nun aber, dass P(a/2,2b) = §2b = ab ist.

Ist a ungerade, so geht auch b in das Ergebnis mit ein und es gilt
P(a,b) = P((a — 1)/2,2b) + b. Mit der Induktionsanname (A((a — 1)/2) ist wahr) erhélt

man nun

Pla,b) = P((a—1)/2,26) + 52 2"

+b=>bla—1)+b=ba.



