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14. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen
(G 49) (Vektor- und Spatprodukt)

a) Wie hingt das von den folgenden 3 Vektoren aufgespannte Spatvolumen von x € R ab?
Warum?

b:—€1+€2—€3, 5:2_’2—1'53

a=
b) Berechne das Volumen der von den 3 folgenden Vektoren gebildeten Pyramide

—

€1+52+3 bzgl—gg E:

a

Hinweis: Wie verhalten sich die Vektoren a, 5, ¢ zueinander? Das Volumen einer Pyra-
mide berechnet sich geméf V = $Gh (G ist die Grundfliche, h ist die Hohe).

LOSUNG:

a)

1/2 -1 0
V=|-1/2 1 2|=1
0 -1 —=x

Das Volumen hingt demnach nicht von = ab. Das Vektorprodukt @ x b=1 /2¢1 +1/2¢é,
liegt orthogonal zu zé3, d.h. in der durch @ und b aufgespannten Ebene.

b) a, 5,5 sind jeweils paarweise orthogonal. Somit ist die Grundfliche der Pyramide ein
rechtwinkliges Dreieck, auf dem der dritte Vektor senkrecht steht (und damit auch die
Hohe darstellt). Da die Grundfliche der Pyramide die hélfte von der Grundflache des
Parallelotops ist, gilt fiir das Volumen der Pyramide

V =1Gh=1[d,b,d
11 1
=11 -1 1]|=1
1 0 -2

(G 50) (Flacheninhalt)

a) Skizziere die Funktion f : [—-1,1] — R, f(z) = v1 — 2. Wie grof ist die Flache, die von
dem Graphen der Funktion und der x-Achse eingeschlossen wird?



b) Bestimme mit Hilfe der Substitution x = sin(¢) das Integral
1
|ty
-1

a) Der gesuchte Flacheninhalt ist 7/2, da es sich um einen Halbkreis mit Radius 1 handelt.
In b) wird das durch Integration bewiesen.

b) Die Substitution x = sin(t) ergibt

/2
/ V1—a2de = / \/ 1 —sin?(t) - cos(t / cos? (t)dt.
w/2

—n/2 _

LOSUNG:

Mit partieller Integration erhélt man

w/2 /2 /2
/ cos®(t)dt = [sin(z) cos(x )]Jr:g + / sin®(t)dt = / 1 — cos?(t)dt.

—7/2 —7/2 —7/2

Daraus folgt
/2 T
/ cos?(t)dt = 5

—7/2

(G 51) (Uneigentliches Integral)
Untersuche, ob die folgenden uneigentlichen Integrale existieren und berechne gegebenen-
falls ihren Wert unter Verwendung der Substitutionsregel.

a)
w/2
/ﬁ/2 cos(z)/+/sin(z) dr = lim cos(z) dx
/st =1l —
0 G*0+ V/sin(z)
b)
b
/Oox/(xQ—i-l) dx—hm de
0 b= ) (2% +1)°
0
LOsuNG:

a) Wir verwenden die Substitution t = sin(x) mit dt = cos(z)dr und erhalten

w/2 /2 1
) g = tim [ %0 g [ 1vEar =

. /SiIl(I') N a—>0+ R /Sjn(x) a—0+ .
sina

lim 2\/_‘sma = hm [2 — 24/sin(a)] = 2.

a—0+
Also existiert dieses Integral.
b) Hier ist die Substitution t = z* + 1 mit dt = 2zdx erfolgreich. Es folgt
00 b b2+1 ]
1 1 1 2
=-1 z==lim [ 1/t*dt == lim Fil=1/4
,/x”ﬂ Qb%/‘ 3 2 b / / 5 pmn =5l /
0 0 1

und dieses Integral existiert auch.



Hausiibungen

(H 51) (Reihen)

Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz oder Divergenz:

) T+ 5

n=1 n_ n
b) Yoo, M

LOSUNG:

a) >oo g o5 + EU" PO S (—i)"' Nach Beispiel 16 auf Seite 101 und Leibnitz-

n
Kriterium konvergieren die beiden Reihen.

b) Es gilt $°°° L2 — $ = + 1. Wegen lim,, .o -5 + 1 # 0 divergiert die Reihe.

n=1 n?2 n=1




