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12. Übung mit Lösungshinweisen

Gruppenübungen

(G 43) (Regeln von de l’Hospital)

Bestimme folgende Grenzwerte mit der Regel von de l’Hospital.

a) limx→∞
ln x
x

b) limx→2
4x2−8x
x2−x−2

c) limx→0+ xx

Lösung:

a) Es ist limx→∞ ln x = limx→∞ x = ∞; wir wenden L’Hospital an: limx→∞
ln x
x

= limx→∞

1

x

1
=

0

b) limx→2
4x2−8x
x2−x−2

= limx→2
8x−8
2x−1

= 8
3

c) Wir formen zunächst um: xx = (eln x)x = ex ln x. Also ist limx→0+ xx = limx→0+ ex ln x =
elim

x→0+
x ln x, da die Exponentialfunktion stetig ist. Um nun auf limx→0+ x ln x l’Hospital

anzuwenden, müssen wir den Ausdruck erst in die Form f(x)
g(x)

bringen. Dazu

lim
x→0+

x ln x = lim
x→0+

ln x

x−1
= lim

x→0+

1
x

(−1)x−2
= lim

x→0+
(−x) = 0

Also ist limx→0+ xx = e0 = 1.

(G 44) (Substitution)

Berechne

a)
∫ 2

0
xex2

dx,

b)
∫ π

2

−π

2

(cos x + cos3 x)dx

mittels Substitution.

Lösung:

a)
∫ 2

0
xex2

dx = 1
2

∫ 2

0
(2x)ex2

dx = 1
2

∫ 4

0
eydy = 1

2
(e4 − 1). Substitution y = x2.

b)
∫ π

2

−π

2

(cos x + cos3 x)dx =
∫ π

2

−π

2

(2− sin2 x) cos x dx =
∫ 1

−1
(2− y2)dy = [2y− 1

3
y3]1−1 = 4− 2

3
.

Substitution y = sin x.



(G 45) (Integrierbarkeit)

a) Sei f : [a, b] → R mit m ≤ f(x) ≤ M für alle x ∈ [a, b] gegeben und f ist integrierbar
auf jedem [α, b], α > a. Zeige, dass f auch auf [a, b] integrierbar ist.

Hinweis: Konstruiere eine monoton fallende Folge hn und eine monoton wachsende Folge
gn von Treppenfunktionen mit hn, gn : [a, b] → R, gn ≤ f ≤ hn für alle n ∈ N, so dass
hn = M und gn = m auf [a, cn) mit cn = a + 1

2n(M−m)
, n ∈ N gilt. Versuche auf [cn, b]

diese Funktionen so zu wählen, dass es limn→∞

∫ b

a
gn = limn→∞

∫ b

a
hn = I für ein I ∈ R

gilt.

b) Ist die Funktion sin 1
x

auf [0, b] integrierbar?

Lösung:

a) Um das zu beweisen, konstruieren wir zwei Folgen von Treppenfunktionen gn, hn :
[a, b] → R mit gn ≤ f ≤ hn für alle n ∈ N, so dass es ein I ∈ R existiert mit

limn→∞

∫ b

a
gn = limn→∞

∫ b

a
hn = I.

Wir betrachten die Folge cn = a + 1
2n(M−m)

, n ∈ N. Es gilt limn→∞ cn = a und cn ist
monoton fallend. Dann gibt es ein N ∈ N, so dass cn < b für alle n ≥ N ist. Die
Funktion f ist auf jedem [cn, b], n ≥ N integrierbar. Da die Funktion f auf [cN , b]
integrierbar ist, gibt es zwei Treppenfunktionen u, v : [cN , b] → R, u ≤ f ≤ v mit
∫ b

cN

(v(x) − u(x))dx < 1
N

.

Wir setzen hn ≡ M, gn ≡ m, n = 1, ..., N − 1 für x ∈ [a, b], hN ≡ v, gN ≡ u auf [cN , b]

und hN ≡ M, gN ≡ m für x ∈ [a, cN). Es gilt
∫ b

a
(hN(x) − gN(x))dx < 1

N
.

Für n > N konstruieren wir die Funktionen hn, gn auf folgende Weise. Da die Funktion
f auf [cN+1, b] integrierbar ist, gibt es wieder zwei Treppenfunktionen u, v : [cN+1, b] →

R, u ≤ f ≤ v mit
∫ b

cN+1
(v(x)− u(x))dx < 1

N+1
. Wir setzen hN+1 = min{v, hN}, gN+1 =

max{u, gN} auf [cN+1, b] und hN+1 ≡ M, gN+1 ≡ m für x ∈ [a, cN+1). Dann haben wir
∫ b

a
(hN+1(x) − gN+1(x))dx < 1

N+1
. Auf diese Weise entstehen zwei Folgen von Treppen-

funktionen gn, hn : [a, b] → R mit gn−1 ≤ gn ≤ f ≤ hn ≤ hn−1 für alle n ∈ N, für die
∫ b

a
(hn(x) − gn(x))dx < 1

n
, n ≥ N gilt.

Da die Folge von Treppenfunktionen gn monoton steigend ist, steigt auch die Fol-
ge

∫ b

a
gn(x)dx monoton. Sie ist ausserdem z.B durch M(b − a) von oben beschränkt.

Daraus folgt, dass die Folge
∫ b

a
gn(x)dx konvergiert und es existiert ein I ∈ R mit

limn→∞

∫ b

a
gn(x)dx = I. Da die Folge

∫ b

a
hn(x)dx monoton fallend und von unten be-

schränkt ist, konvergiert diese Folge auch. Aus limn→∞

∫ b

a
(hn(x) − gn(x))dx = 0 folgt

daher, dass limn→∞

∫ b

a
gn(x)dx = limn→∞

∫ b

a
hn(x)dx = I ist.

b) Ja, nach dem a).



Hausübungen

(H 45) (Regeln von de l’Hospital)

(1+1+1P)

Berechne folgende Grenzwerte.

a) lim
x→1

x2+x−2
x3+x2−4x−4

b) lim
x→∞

x2e−x2

c) lim
x→0

sin(2x)
sin(3x)

Lösung:

a)

lim
x→1

x2 + x − 2 = 0 aber lim
x→1

x3 + x2 − 4x − 4 = −6.

Damit ist lim
x→1

x2−2x+1
x4−3x2+2x+1

= 0 und die Regel von l’Hospital ist hier nicht anwendbar!

b)

lim
x→∞

x2e−x2

= lim
x→∞

x2

ex2
(= ∞ durch ∞) = lim

x→∞

2x

2xex2
= lim

x→∞

1

ex2
= 0

c)

lim
x→0

sin (2x)

sin (3x)
(=

”
0 durch 0“ ) = lim

x→0

2 cos (2x)

3 cos (3x)
=

2

3

(H 46) (Gleichmässige Stetigkeit)

(8P)

Entscheide, ob die Funktion

f : R → R , x →
1

1 + x2

gleichmäßig stetig ist.

Lösung:

Die Funktion f ist gleichmässig stetig, denn es gilt

|f(x) − f(y)| =

∣
∣
∣
∣

1

1 + x2
−

1

1 + y2

∣
∣
∣
∣

=
|y2 + 1 − (x2 + 1)|

(1 + x2)(1 + y2)

=
|x + y||x − y|

(1 + x2)
︸ ︷︷ ︸

≥1

(1 + y2)
︸ ︷︷ ︸

≥1

≤
( |x|

1 + x2
︸ ︷︷ ︸

≥2|x|

+
|y|

1 + y2

︸ ︷︷ ︸

≥2|y|

)

|x − y|

≤ |x − y|

(Hier haben wir die Ungleichung a2 + b2 ≥ 2ab verwendet.) Daher gibt es für beliebiges
ε > 0 ein δ := ε, so dass für alle x, y ∈ R mit |x− y| < δ die Abschätzung |f(x)− f(y)| < ε

gilt.



(H 47) (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

(4+5P)

a) Der Mittelwert der auf [a, b] integrierbaren Funktion f(x) ist M = 1
b−a

∫ b

a
f(x)dx. Be-

stimme den Mittelwert M für die Funktionen: f1(x) = sin x auf [a, b] = [0, π], f2(x) = x2

auf [a, b] = [0, 1] und f3(x) =

{

1, x ≥ 0

−1, x < 0
auf [a, b] = [−1, 1]. Kann man für jede von

diesen Funktionen ein ξ ∈ (a, b) finden, so dass f(ξ) = M ist?

b) Sei durch f : [a, b] → R eine stetige Funktion mit f 6≡ 0 gegeben. Zeige, dass es ein

[c, d] ⊂ [a, b] existiert, so dass
∫ d

c
f(x)dx 6= 0 gilt.

Lösung:

a) Der Mittelwert M1 der Funktion f1(x) = sin x auf [0, π] ist M1 = 1
π

∫ π

0
sin xdx =

− 1
π

∫ π

0
d(cos x) = 2

π
. Der Mittelwert M2 der Funktion f2(x) = x2 auf [0, 1] ist M2 =

∫ 1

0
x2dx = 1

3
. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung für jede von den beiden

Funktionen f1 und f2 lässt sich ein ξi ∈ (a, b), i = 1, 2 finden, so dass Mi = fi(ξi), i = 1, 2
ist.

Der Mittelwert M3 der Funktion f3(x) =

{

1, x ≥ 0

−1, x < 0
ist M3 = 1

2
(−

∫ 0

−1
dx+

∫ 1

0
dx) = 0.

Für diese Funktion kann man den Mittelwertsatz der Integralrechnung nicht anwenden,
da sie nicht stetig auf [−1, 1] ist. Es lässt sich auch kein ξ ∈ (a, b) finden, so dass
M3 = f3(ξ) ist, weil M3 = 0 und f3(x) 6= 0 für alle x ∈ [−1, 1] ist.

b) Da f 6≡ 0 ist, gibt es ein x′ ∈ [a, b] mit f(x′) 6= 0. Sei o.B.d.A. f(x′) > 0. Da f stetig
ist, gibt es für ǫ = f(x′) ein δ > 0, so dass für alle x ∈ Uδ(x

′) ∩ [a, b] die Ungleichung
|f(x) − f(x′)| < f(x′) ⇒ f(x) > 0 gilt. Wir bezeichnen [c, d] ≡ ¯Uδ(x′) ∩ [a, b]. Nach

dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein ξ ∈ (c, d), so dass
∫ d

c
f(x)dx =

f(ξ)(d − c) > 0. Damit ist die Behauptung bewiesen.


