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12. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 43) (Regeln von de I'Hospital)
Bestimme folgende Grenzwerte mit der Regel von de I'Hospital.

a) lim, 1“?“7

4228z
r2—x—2

C) limx_>0+ x®

LOSUNG:

1 .
L =1lim, .o

»—‘lH\»—A

a) Esistlim, .. Inz = lim, .., x = oo; wir wenden L.’Hospital an: lim,_. .
0

b) limx_g 8x—8 __ 8

422 —8x
2 —x—2

= limg . 577 = 3

c¢) Wir formen zuniichst um: 2% = (%)% = 282, Also ist lim,_o+ 2% = lim,_o+ € 2% =

eMe—o+ 2 g die Exponentialfunktion stetig ist. Um nun auf lim,_+ 2 In 2 'Hospital
anzuwenden, miissen wir den Ausdruck erst in die Form % bringen. Dazu

1

Inz -

lim zlnz = lim — = lim +—— = lim (—z) =0
z—07t z—0t T™ z—0*t (—1)%7 z—0*t

Also ist lim, g+ 2% = e° = 1.

(G 44) (Substitution)

Berechne

a) f02 ze® du,

b) f—%% (cos + cos® x)dx

mittels Substitution.

LOSUNG:

a) [Pwe” dr =1 [2(2z)e” dor =1 ['evdy = 1(e* —1). Substitution y = 2.

z z : 1
b) ff%(cosx +cos® r)dr = [ (2—sin’z)coswdr = [ (2—y?)dy = [2y — 54°]L, =4 2.

N

Substitution y = sin z.



(G 45) (Integrierbarkeit)

a) Sei f :]a,b] — R mit m < f(zx) < M fur alle x € [a,b] gegeben und f ist integrierbar
auf jedem [o, ], a > a. Zeige, dass f auch auf [a, b] integrierbar ist.
Hinweis: Konstruiere eine monoton fallende Folge h,, und eine monoton wachsende Folge
gn von Treppenfunktionen mit h,, g, : [a,b] — R, g, < f < h, fiir alle n € N, so dass
hy, = M und g, = m auf [a,¢,) mit ¢, = a + m, n € N gilt. Versuche auf [c,, 0]
diese Funktionen so zu wéhlen, dass es lim,,_ fab gn = lim,, o f: h, =1 firein I € R
gilt.

b) Ist die Funktion sin L auf [0, b] integrierbar?

LOSUNG:

a) Um das zu beweisen, konstruieren wir zwei Folgen von Treppenfunktionen g,,h,
la,b] — R mit g, < f < h, fir alle n € N, so dass es ein [ € R existiert mit

lim,, o fab gn = lim,, . fab h, =1.

Wir betrachten die Folge ¢, = a + m,n € N. Es gilt lim,, .o, ¢, = a und ¢, ist
monoton fallend. Dann gibt es ein N € N, so dass ¢, < b fiir alle n > N ist. Die
Funktion f ist auf jedem [c,,b], n > N integrierbar. Da die Funktion f auf [cy,b]

integrierbar ist, gibt es zwei Treppenfunktionen u,v : [cy,b] — R, v < f < v mit
b

ch (v(z) — u(z))dr < %

Wir setzen h, = M, g, =m, n=1,..,N — 1 fiir z € [a,b], hy = v, gy = u auf [cy, D]
und hy = M, gy = m fiir x € [a,cy). Es gilt fab(hN(x) —gn(z))dz < +.

Fiir n > N konstruieren wir die Funktionen h,, g, auf folgende Weise. Da die Funktion
f auf [eny1, ] integrierbar ist, gibt es Wieder zwei Treppenfunktionen u, v : [cyi1,b] —

. b

R, u < f <ovmit LNH(v(x) —u(x))dr < N+1
max{u, gy} auf [cy41,b] und hN+1 = M, gyy1 = m fiir € [a,cn41). Dann haben wir

Wir setzen hyy1 = min{v, hy}, gy =

f;(hNH(:U) — gnt1(x))de < N_+1 Auf diese Weise entstehen zwei Folgen von Treppen-
funktionen g, h,, : [a,b] — R mit g,_1 < g, < f < hy, < h,—; fiir alle n € N, fiir die

[P (ha(x) = ga(2))dz < 1 n > N gilt.

Da d1e Folge von Treppenfunktionen g, monoton steigend ist, steigt auch die Fol-
ge f gn(x)dx monoton. Sie ist ausserdem z.B durch M (b — a) von oben beschrinkt.
Daraus folgt dass die Folge f gn(z)dz konvergiert und es existiert ein I € R mit
lim,, f gn(x)dx = I. Da die Folge f hy(z)dz monoton fallend und von unten be-
schrankt ist, konverglert diese Folge auch. Aus hmnaoo fa n(2) = gn(z))dx = 0 folgt
daher, dass lim,,_, f gn(x)dz = lim,,_ o f h,(z)dx = T ist.

b) Ja, nach dem a).



Hausiibungen

(H 45) (Regeln von de I’Hospital)
(14+1+1P)
Berechne folgende Grenzwerte.

x24x—2

a) aljl_)ﬂ} z3+x2—4z—4

. 2
b) lim z%e™*
T—00
. sin(2z)
C) }:E)I(l) sin(3x)
LOSUNG:

a)

limz?+2—2=0 aber limz®+2?>—4z—4= —6.

r—1 r—1
Damit ist lirr{ % = 0 und die Regel von I'Hospital ist hier nicht anwendbar!
b)
. 2 2 . Z‘Q . 2.]: . 1
lim 2™ = lim —5 (= oo durch co) = lim > = lim — =0
T—00 rz—o00 eT rz—o00 21 et z—o00 eT
c)
sin (22) 2cos (2x) 2

— .0 durch 0% ) = lim =20 _ 2
(=0 durc ) 220 3cos(3zr) 3

220 sin (3x)
(H 46) (Gleichmaissige Stetigkeit)
(8P)

Entscheide, ob die Funktion

fR—>R, x—>1+$2

gleichméfig stetig ist.
LOSUNG:

Die Funktion f ist gleichmaéssig stetig, denn es gilt

1 1

If(x)—f(y)|:‘ - y 1— (@ + D)

(T+22)(1+9?)
[z + yllz -y

(1+2%) (1497
—— ——

>1 >1

|| WI)
(1+x2+1+y2 [z =yl
\s/—/ \\/—/

>2|z| >2y|

1+22 1442

IA

< |z —yl

(Hier haben wir die Ungleichung a? + * > 2ab verwendet.) Daher gibt es fiir beliebiges
e > 0ein 6 := ¢, so dass fiir alle z,y € R mit |x —y| < d die Abschitzung |f(z) — f(y)| < e
gilt.



(H 47) (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

(4+5P)
a) Der Mittelwert der auf [a,b] integrierbaren Funktion f(z) ist M = f f(z)dz. Be—
stimme den Mittelwert M fiir die Funktionen: f;(z) = sinz auf [a, b] = [0, 7], fa(x) =
1 >0
auf [a,b] = [0,1] und f3(x) = ’1 ‘ ; 0 auf [a,b] = [—1,1]. Kann man fiir jede von
1, =

diesen Funktionen ein £ € (a, b) finden, so dass f(§) = M ist?

b) Sei durch f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f #Z 0 gegeben. Zeige, dass es ein
[e,d] C la,b] existiert, so dass fcdf(a:)dx # 0 gilt.

LOSuUNG:

a) Der Mittelwert M; der Funktion fi(z) = sinz auf [0,7] ist M; = X [Tsinzdr =

L [ d(cosz) = 2. Der Mittelwert M, der Funktion fo(z) = 22 auf [0,1] ist M, =

fol r?dr = 3. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung fiir jede von den beiden

Funktionen f; und f, lisst sich ein &; € (a,b),i = 1,2 finden, so dass M; = f;(&),i = 1,2
ist.

1, x>0,

1, pep S0 SO da [y d) = 0.
Fiir diese Funktion kann man den Mittelwertsatz der Integralrechnung nicht anwenden,
da sie nicht stetig auf [—1,1] ist. Es ldsst sich auch kein £ € (a,b) finden, so dass
M;z = f3(€) ist, weil M3 =0 und f3(z) # 0 fiir alle 2 € [—1, 1] ist.

b) Da f # 0 ist, gibt es ein 2’ € [a,b] mit f(z') # 0. Sei 0.B.d.A. f(2') > 0. Da f stetig
ist, gibt es fiir € = f(2') ein 6 > 0, so dass fiir alle x € Us(z’) N [a,b] die Ungleichung
|f(z) — f(2")] < f(z') = f(z) > 0 gilt. Wir bezeichnen [c,d] = U( 1N [ ] Nach
dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein £ € (¢,d), so dass fc fz)dex =
f(€)(d = ¢) > 0. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Der Mittelwert M3 der Funktion f3(z) =



