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12. Tutorium zur Analysis II, Losungsvorschlag

Extrema unter Nebenbedingungen

Aufgaben

Sei n € N mit n > 2. Verwende die Lagrange’schen Multiplikatoren, um ein mégliches Maximum der
Funktion

f(z1, ., zp) = sin(x1) + ... +sin(z,)
firx1+..4x, =27,0 < z; <7, j =1,..,n zu bestimmen. Ausnahmsweise soll hier eine anschauliche
Begriindung, dass das Maximum nicht in einem Punkt (z1,...,2,) € 9[0,7]" (also auf dem Rand)
angenommen wird, geniigen.
Was ist die geometrische Bedeutung von f(z1,...,2,)?

Ist x ein Maximum, so muf fiir alle ¢ gelten

)\:)\OZ:EZ' = of = cos(x;).

Also gilt cos x; = cosx; fiir i,j € {1,...,n}. Weil der cos auf (0,7) streng monoton ist, folgt x; = x;
fiir i =1,...,n Aus der Nebenbedingung erhélt man

n
2 = g T; = Nxy
i=1

also x; = 27” Da die Menge

{(z1, ., zp) | Zlﬂz =2n, x; € [0,7]}.
i=1

kompakt ist, muss die stetige Funktion f auf ihr ein Maximum annehmen. Der einzige kritische Punkt
in der Menge

{(z1, .-y ) | Z:EZ =2m, x; € (0,7)}
i=1

ist (27”, ey 2%) Es muss nun ausgeschlossen werden, dass es aus 0[0, w|™ einen gréBeren Wert gibt. Wir

geben aber nur eine anschauliche Begriindung.

Der Wert f(z1,...,xy) mit Y x; = 2m ist 2mal der Flicheninhalt des n-Ecks mit den Ecken el iz T
mit k =1, ...,n. Dass das regelméfige n-Eck die grofite Fldche hat, ist einzusehen. Der Beweis hierfiir
ist zwar nicht unbedingt schwierig, aber technisch. Er er kann zum Beispiel per Induktion nach n und

mit Hilfe der Tatsache, dass die Funktion x sin 2?” monoton ist gefiihrt werden.

Es seien p,q € (0,00) fest gewahlt mit % + % = 1. Bestimme das Minimum von
1 1
f:(0,00) x (0,00) = R, (z,y) — —a¥ + —y*
p q

unter der Nebenbedingung
g9(z,y) == zy = L.

Folgere hieraus auch %up + %vq > uwv.

Ist (x,y) ein Minimum, so hat man
y=aPt dr=yPl, zy=1 = x,y#0.

Durch Auflésen erhélt man leicht x = y = 1. Also ist (1,1) der einzige kritische Punkt. Weiterhin
gilt, falls x — oo, dass f(x,y) — oo und fiir x — 0 folgt aus xy = 1, dass y — oo also f(z,y) — oo.
Analog fiir y. Also liegt in (1,1) ein Minimum.

Sei nun
U v

T = T, Y= T
(wv)? (wv)

Dann gilt uv = 1 und wie eben berechnet %xp + %yq > 1. Umformen liefert %up + %fuq > uw.
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A 3 Bestimme das groffitmogliche Volumen eines achsenparallelen Quaders, der im Ellipsoid

332 y2 Z2

2tptae=!

Platz hat.

Ein achsenparalleler Quader mit Mittelpunkt 0 148t sich eindeutig durch die Angabe einer Ecke (z,y, z)
beschreiben. Offensichtlich hat ein achsenparalleler Quader mit maximalem Volumen im Ellipsoid
seien Mittelpunkt in 0 und seine Ecken auf dem Rand des Ellipsoids, d.h. fiir die Ecken (z,y, z) gilt

2_; + Zé—j + Z—; = 1. Wir betrachten die Ecke des Quaders mit x,y,z > 0. Das Volumen ist V (z,y,z) =
. . . 2 2 2 ]
8xyz. Die Nebenbedingung ist f(x,y,2) = % 4+ %7 + % = 1. Nun gilt

VV(z,y,2) = (8yz,8zz,8zy)"

2¢ 2y 2z
Vf(a:,y,z) = (a_gab_zac_g)

Aus der Langrange’schen Multiplikatorenregel folgt
(1) 8yozo = 2778

(ZZ) 81’020 = 2)\2—8

(ZZZ) 81’03/0 = 2)\%8

Die drei Gleichung ergeben

2 2 2
_ 920 _ 9y Y0 _ 9\ %0
8x0y020 = 2)\; = 2)\b—2 = 2)\0—2,

also

Aus + u + C | (die NB!) folgt somit % _ 1 also ist die Lésun
2T e Tae= : g 2 — 3 g

La —ib z—ic
\/g I yo_\/§7 0_\/§

Da die Funktion V (z,y, z) stetig ist, nimmt sie auf der kompakten Menge A := {(z,y,2) | z,y,z >

Trog =

0, i—;—i—%—z—i-i—; = 1 ihr Maximum und ihr Minimum an. Ist z = 0,y = 0 oder z = 0, so ist V (z,y, z) = 0.
Ist V(x,y, z) das Maximum von V auf A, so gilt x,y,z > 0. Die Lagrangesche Multiplikatorenregel
greift also und der Punkt (xg,yo, 20) ist das Maximum.



