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11. Tutorium zur Analysis II
Aufgaben

Der Satz iiber implizite Funktionen
Sei f : R? i+ R, gegeben durch

flz,y) =sin(z +y) + e — 1.

1. Zeigen Sie, dass die Gleichung f(z,y) = 0 in einer Umgebung des Punktes (zg,y0) = (0,0)
eindeutig nach y aufgelést werden kann.
2. Zeigen Sie, dass die erhaltene Funktion y = () zweimal stetig differenzierbar ist in der Nihe
von z = 0.
3. Berechnen Sie die Taylorentwicklung zweiten Grades von ¢ mit Entwicklungspunkt z = 0.
Losung:

(a)

Wir benutzen den Satz iiber implizite Funktionen. f ist stetig differenzierbar und %(m,y) =
cos(z + y) + ye*v, g—i(:z,y) = cos(z + y) + ze™ fiir alle (z,y) € R?. Weil f(0,0) = 0 und
%(0, 0) = cos0+ 0 =1 # 0, daher kénnen wir die Gleichung f(z,y) = 0 eindeutig nach y for
(z,y) nahe (0,0) auflosen. D.h. es gibt ein § > 0 und eine eideutig bestimmte Funktion stetig
differenzierbare Funktion ¢ : (—4,d) — R mit ¢(0) = 0 und f(x, ¢(x)) = 0 fiir alle z € (—4, ).

@ ist stetig differenzierbar und

_(‘T, y) zo()

g)=_— 9z 7" __cos(z + p(z)) + p(z)e

o= ﬂ(w y) B cos(z + p(x)) + zere() (1)
Oy = p(x)

fiir alle z € (—4,0). Weil ¢ stetig differenzierbar ist auf (—d,d), haben wir dann auch dass ¢’
stetig differenzierbar ist auf (—d,d). Also ist ¢ zweimal stetig differenzierbar
Jetzt berechnen wir ¢"(z). f ist auch zweimal stetig differenzierbar, daher
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(c) Mit (1) und ¢(0) = 0, haben wir also ¢’'(0) = —1. Wegen a—y(0,0) =1, @(0,0) = B—yQ(O’O) =
2
0, und 66 8f (0,0) = 1, sowie (2) folgt ¢©”(0) = 2. Das Taylorpolynom der Ordnung zwei von ¢
zdy

mit Entwicklingspunkt O ist daher

To(e) = 9(0) +¢/(0) -7 + 3¢ (0) -5 =~z + 2.

A 2 Der Satz iiber implizite Funktionen
Durch die Gleichung

$(z)® +3 ¢p(z) +e¥® — 2% —z =1

und ¢(0) = 0 ist implizit eine Funktion ¢ gegeben. Berechne ¢'(0) und ¢”(0). Wie lautet das Taylor-
polynom zweiten Grades von ¢ mit Entwicklungspunkt 07

Losung: Wir differenzieren formal nach x und erhalten mit der Kettenregel:
3¢(z)” ¢/ (x) + 3¢/ () + ™) ¢(z) =22 -1 =10
66(z)[¢' (z)]* + 38(z)? ¢"(x) + 3¢" (z) + ?@ ([¢(2)]* + ¢"(x)) —2=0
Fiir ¢(0) = 0 gilt also

3¢'(0) +1¢'(0) —1=0=4¢'(0) =1

3¢(0) + 1 ([¢'(0)) + ¢"(2)) —2= 0= 4¢"(0) — 2+ % =0

Also ¢'(0) = i und ¢"(0) = %. Die Taylorentwicklung lautet somit To(z) = 0 + %z + %%302.



