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8. Tutorium zur Analysis I1
Aufgaben

A1 Funktionen von beschrinkter Variation

Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heift von beschrinkter Variation, wenn es eine Konstante M > 0
gibt, so daB fiir jede Zerlegung Z = {29, 21,.-.,2,} von [a,b] gilt

V(g 2) = |g(zk) — g(zk—1)| < M.
k=1

Ist g von beschriankter Variation, so heifit die Zahl

V2(g) := supV (g, 2)

die Totalvariation von g auf [a,b]. Die Menge aller Funktionen von beschrinkter Variation auf [a, b]
bezeichnet man mit BV{a,b] (bounded variation).

1. Zeigen Sie: jede Treppenfunktion, jede monotone Funktion, jede Lipschitz-stetige Funktion auf
[a, b] gehort zu BV |[a, b]
2. Ist jede stetige Funktion von beschrinkter Variation?

Losung: Treppenfunktionen haben folgende Gestalt: es gibt Punkte a = ap < a1 < ... <ap =10
und Zahlen ¢y, cq, ... ¢y 1 so dafl

o) = {co z € [ag,a1]

&) $€(ai,ai+1],’i:1,..-,m

Ist nun Z = {29, 21,...,2,} eine beliebige Zerlegung von [a,b], so ist klar: liegen zj_ 1,2, im
gleichen Intervall [ag, a1] bzw. (a;, a;+1], so ist der Summand |f(zx) — f(2zk—1)| von V(f, Z) gleich
0. Hieraus folgt leicht, daf}

V(f, Z) S Z ‘Cz' — CZ'_1| .

Daher ist f € BV. Wihlt man 2y = a, z,+1 = b und fiir z; jeweils gerade den Mittelpunkt des
Intervalles [a;_1,a;] so ist fiir diese spezielle Zerlegung offenbar

m
V(,2) = lei—cil-
i
so dafl wir noch
m
Vab(f) = Z lei — cim1
i
erhalten.

Sei f : [a,b] — R etwa monoton wachsend (d.h. (f(s) < f(¢) fir s < t) undsei Z = {z0,21,...,2n}
eine beliebige Zerlegung von [a, b], dann ist

V(f,2) =Y 1 () = flze—1)| = D_1f () = fze—1)] = £(B) = fla).
k=1 k=1



Hieraus folgt f € BV|a,b] mit

Sei f : [a,b] — R Lipschitzstetig, d.h. 3L > 0: |f(s) — f(t)] < L|s — t| Vs,t und sei Z =
{#0,21,-..,2n} eine beliebige Zerlegung von [a, b], dann ist

V(£,2)=>_If(z) = flzr-1)| LY |2k — 25—1| = L|b— a
k=1 k=1
Also ist f € BV|a,b] mit
Vo(f) < L(b—a).

Um zu sehen, daf nicht jede stetige Funktion von beschrinkter Variation ist, geniigt die Angabe
eines Beispiels. Sei

0 z=20

[0~ R, wH{x cos(m/x) z>0.

Diese Funktion ist auf [0, 1] stetig (warum?). Fiir die spezielle Zerlegung Z = Z,, = {0, %, rm%l, ey %, .1}

von [0, 1] erhalten wir

V£, 2) =Y 1f(z) = fz-1)]
k=1

2n—1

1 1 . 1 :
=3 cos(2nm) + ; |; cos(im) — i1 cos((i + 1)m)|
2n—1
1 1, .1 (
a2 D ()
2n—1
1 1 1
“om T LGty
2n 1
:2 —_—1,
£
i=1

und da die harmonische Reihe divergiert, wichst V(f,Z) = V(f,Z,) fir n — oo iiber alle
Grenzen.

Ist g von beschrinkter Variation auf [a,b] und [c,d] C [a,b], so ist g auch von beschriankter
Variation auf [c,d] und es gilt

Zeigen Sie folgende ”"Umkehrung” dieser Aussage:

3. Seia < c<bundg: [a,b] — R sei auf [a,c] und auf [c,b] von beschrinkter Variation. Dann ist
g € BV][a,b] und es gilt

Vo(9) = Velg) + Velg) -

4. Zeigen Sie: Eine Funktion g : [a, b] — R ist genau dann von beschrinkter Variation, wenn Sie als
Differenz zweier wachsender Funktionen dargestellt werden kann.
Hinweis: Betrachten Sie auf [a, b] die Funktion f(z) := V(g).

Losung: Wir zeigen zuerst, dafl g € Bla, b] ist. Sei Z eine Zerlegung von [a,b] und Z' := ZU{c}, Z; :=
Z'Nla,b], Zy := Z' N e, b]. Dann sind Z; bzw. Zy Zerlegungen von [a, c] und [c, b] und wir erhalten

Vg, 2) <V(g,2") =V (g, Z1) + Vg, Z2) < VE(g) + V2 (g)



wobei die erste Abschitzung die Dreiecksungleichung liefert und die zweite Abschitzung von der
beschrinkten Variation von g auf [a,c] und [c,b] herriihrt. Diese Ungleichung gilt fiir beliebiges Z,
also ist g € BV[a, b] und auflerdem gilt

Va(9) < Vilg) + V2(9)
Wir zeigen noch die Gleichheit dieser Beziehung. Fiir jedes € > 0 findet man Zerlegungen Z; von [a, ]

bzw. Zs von [c, b] mit

€ €
V(ga Zl) > Vac(g) - 55 V(97Z2) > chb(g) - 53
Fiir die Zerlegung Z = Z; U Z3 von |a, b ist dann

V(ga Z) = V(ga Zl) + V(ga ZZ) > Vac(g) + ‘/;b(g) — €,
und damit erst recht

V2(9,2) > Vilg) + V2(g) — e,
Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt
V(9. 2) > Vilg) + V(g)

Dies ist die Behauptung.

(Wenn g € BV|[a,b] ist, dann ist g die Differenz zweier monoton wachsender Funktionen). Wir defi-
nieren die Funktion f : [a,b] — R durch

0 T=a
o= {V:@) 7 € (6]
Sei a < z < y < b. Dann gilt nach (3)
fly) =Vi(g) =Va'(9) + Vi (9) 2 Vi'(9) = f(z)
d.h. f wichst monoton. Auch die Funktion & := f — g wichst monoton: Sind wieder z,y wie oben, so
ist
h(y) — h(z) = fy) — f(x) = (9(y) — g(=)) = V¥ — (9(y) — g(x))

und dies ist > 0, denn es ist fiir jede Zerlegung Z von [z, y]

l9(y) — 9(@)| <D lg(zi) — g(zi-1)| < V¥(g).-
=1

Also sind sowohl f als auch A monoton wachsend, und aus g = f — h folgt die Behauptung.
Zweiter Schritt: die Differenz zweier monoton wachsender Funktionen liegt in BV [a, b].

Aus Aufgabe 1 wissen wir, da8 jede monoton wachsende Funktion in BV liegt. Um die Behauptung
zu zeigen, geniigt es daher, die folgende Aussage zu zeigen: sind f,g € BV]a,b], so ist auch f + g €
BV]a,b]. Sei dazu Z eine beliebige Zerlegung von [a, b]. Dann ist

V(f+9,2) =) |(f +9)(z) = (f +9)(zi-1)]
i=1
=Y 1 (&) = f(zi1) + g(zi) = g(zi1)]
i=1

= Z |f(2i) — f(zi-1)| + Z |9(zi) — g(2i-1)]

=V(£,2)+V(9,2) < V() + V. (9)-
Hieraus folgt f + g € BV[a, b] und auBerdem
Vi (f +9) SVA() +Val(9).
Da monoton wachsende Funktionen nur abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen aufweisen kénnen, folgt

aus der letzten Behauptung und aus dem Lebesgueschen Integrabilitétskriterium, da Funktionen von
beschriankter Variation Riemann-integrierbar sind.



