7. Tutorium zur Analysis 11, Losungsvorschlag

Globale Extrema

Aufgaben

A1 Finde den kleinsten und den grofiten Wert der Funktion f auf der Menge A.
f(z,y) =sinzsinysin(z +y), A=][0,7] x [0,7].

fla,y) =z +y—2sinsing, A={(x,y) €R®|z,y>0,z+y <7}

ey STy In(z% +y?) fiir (z,y) # (0,0)
A ’y)_{o firr (2,y) = (0,0)
A= {(z,y) eR* | 2? +¢% < 1}.

(a) Da die Funktion f auf der kompakten Menge A stetig ist, nimmt sie auf A den gréfiten und den
kleinsten Wert an. Wenn der Extremwert in einem inneren Punkt von A angenommen wird, dann ist
9 (z,y) = 0 und g—g(:n,y) = 0. Also rechnen wir

or
of : . : L
%(ac, y) = siny(cos x sin(x + y) + sinx cos(z + y)) = sinysin(2z + y)
of o
%(ac, y) = sinzsin(2y + x).

Da (z,y) € (0,7) x (0,7) ist, gilt

2e+y=m 20 +y =27 20 +y =27 2e+y=m
2+ x=m 204+ =27 2+x=m 2y +x = 27.

Daraus folgt x = y = § oder x = y = %’r (Die Losungen x = 0, y = m und x = 7, y = 0 fallen aus,

da sie nicht im Inneren von A liegen.) Damit ist

gw) = —g\/g

fG.5) = 5VB wnd f(Gms

Da f(x,y) = 0 fiir alle Punkte (z,y) aus dem Rand von A, muss %\/3 das gleobale Maximum und

—%\/?; das globale Minimum sein.
(b) Da die Methode die gleiche wie in (a) ist, skizzieren wir nur die Lsung.

0 0
8—£(x,y) =1-—2sinycosz =0, a—ch(:L",y) =1-2sinzcosy = 0.

Daraus folgt
1 =sinzcosy + cosxsiny = sin(z + y).

Wegen 0 < z +y < 7 folgt x +y = 5. Damit ist 1 — 2coszsin(§ — ) = 0, d.h. cos’x = % oder

™

r=y=7%. Ausserdem ist f(%,7) =% — 1.

Wir untersuchen jetzt f auf dem Rand von A.
f0,9) =y, (y€0,7]),
flx,0) ==z, (ze€][0,n]),

flz,m—z)=m —2sinzsin(r —z) =7 — 2sin’z, (z € [0,7)).
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A2

Damit ist 0 = f(0,0) der kleinste und m = f(0,7) der gréfite Wert von f auf dem Rand von A. Da

o< -1=f%"

2 TP

ist 0 das globale Minimum und 7 das globale Maximum von f auf A.
(c) Die Funktion f ist stetig in (0,0):

lzyIn(2? + y%)| < = (2 + y?)|In(2? + y7).

N —

Da lim, o 37| Inr?| = 0 (de I'Hospital) ist, ist auch

lim zyIn(z? + %) = 0.
(m,y)—>(0,0)‘ yIn(z® +y7)|

AuBerdem erhalten wir %(0,0) =0 und 2—5(0, 0) = 0. Sei also (z,y) # (0,0). Dann ist

of — _ 2z 2 4 ,2)) — of _ 2y 2, .2\
agc(ac,y)—y(a? x2+y2+ln(a: +4°)) =0 und ay(ac,y)—ac(y $2+y2+ln(a: +y°)) =0.

Wenn z = 0, dann ist yIny? = 0, also y = 0, weil der Punkt (0,+1) nicht im Inneren von A liegt. Sei
also x # 0 und y # 0. Dann ist

222 22
x = Y also z°

x2+y2 x2_|_y2’

Es folgt
21 1
2—; +1In(22%) =0, also 2% = %

Also bekommen wir 4 Lésungen

( )’ ( - )’ (_ )’ (_ - )7

V2e' V2e' “V2e’ 2 V2e V2e V2e' V2e

wobei

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ﬁ’ﬁ):ﬂ_ﬁ’_ﬁ):_% und f(ﬁ’_ﬁ):f(_ﬁ’ﬁ):%’

Ausserdem ist f(0,0) = 0 und f(z,y) = 0 fiir 22 +y? = 1. Daraus folgt, dass —% das globale Minimum
und 2_1@ das globale Maximum ist.

I

Entscheide, ob die Funktion f auf der Menge A ein globales Maximum oder ein globales Minimum
besitzt. Falls ja, bestimme diese Extremwerte.
2 2

flay)=(x—y)e ™V, A={(z,y) eR* |y >0}

Sei Ar == An{(z,y) € R? | 22 +y? < R?}. Wir finden erst wie in Aufgabe 1, das Maximum und das
Minimum von f auf Ar. Wir rechnen

of _
or

of

(:L. - y)e_mz_yz(_zx) + e_mz_yz = 07 a_ - (x - y)e_mz_yz(_2y) - e_x2_y2 = 0
Yy

Daraus erhalten wir

{ —2z(x—y)+1=0
—2y(r —y) - 1=0,

das heifit (2z +2y)(x —y) = 0, also x = y oder y = —x. Der Fall x = y entfillt, also ist y = —x. Also
ist 4x2 = 1. Wegen y > 0 folgt © = —%. Dabei ist f(—%, %) =—e 2.

N
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Sei nun y = 0. Dann ist f(z,0) = ze~*". Also
0 2 2 2 \/5

a—(xe_m )=ze ¥ (—22)+e ¥ =0 & rz=+—
z
mit f(+¥2,0) = +¥2c 2.
Sei jetzt 2 + y? > R%. Dann ist

(@, y)l = |z = yle™ " < (2| + Jyhe™ @) < V2Va? 4 ye TR
Wiéhle jetzt R so grofl, dass fiir alle r > R gilt

2
\/§re_7’2 < ge_ .

=

Das geht, weil lim, oo v/2re™" = 0 ist. Dann ist | f(z,y)| < @e_% fiir #2 + y* > R?, und deshalb
kann f fiir 22 + y?> > R weder Maximum noch Minimum annehmen. Damit ist 46_% das Maximum

1 -
und —e™ 2 das Minimum von f auf A.



