4. Tutorium zur Analysis II, Losungsvorschlag
Bernstein-Polynome und der Weierstrafl’sche Approximationssatz

Wir wollen in diesem Tutorium den folgenden Weierstrafl’schen Approximationssatz beweisen:

Satz: Fir jede auf dem Intervall [a,b] stetige Funktion f gibt es eine Folge (f,) wvon Polynomen, die
gleichmdpfig gegen f konvergiert.

Wir fithren den Beweis zunéchst fiir [a,b] = [0, 1]. Jeder Funktion f auf [0, 1] ordnen wir die Funktion

£

zu. Offenbar ist f, fiir jede Funktion f ein Polynom vom Grad n. Das Polynom f, heifit n-tes Bernstein
Polynom fiir f.

A1 Bestimme die Bernstein Polynome fiir die Funktionen f(z) = 1 und f(z) =
Zeige fn(z) = "T_lw(l —z) fiir f(z) = z(1 — z). Mache Dir klar, dass in allen drei Féllen gilt

If = falloo = 0 fiir n — oo.

Bernstein Polynome fiir f(z) = 1:
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Bernstein Polynome fiir f(z) = x:
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_ ”;1;6(1_.75)(“(1_;6))”—2_”;1.75(1—35)

In allen drei Fillen gilt offenbar || fr, — f|ln—oo — 0.
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A2 Beweise die Abschitzung

0< an(w — 5)2(;‘)#(1 )k < %

k=0

3

Es gilt unter verwendung von Al

n

kz"::o(x - %)2 (Z)wk(l —o)" = kg(w? - %T‘” + (%)2) (:):vk(l gy

_2n n k(1 n—k 4 9 “k(n k(1 n—k k% (n k(1 n—k
—xz kx( — ) +$Zﬁ & z°(1 — ) +Zﬁ k z°(1 — )
k=0 k=0 k=0

g3 HOB (o ety SR (B

k=0
1
=222 —(1-)z(l—2) 42
n
1
= —z(1 - z).
Lot -2

Weil alle Summanden nichtnegativ sind, folgt

0<Y (@ %)2 <Z>xk(1 _onh < la—a).
k=0

n

Aus der Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel folgt

2
%:L‘(l—l‘):% x(l—x)2§%(w> :i.

Wir wollen nun den Weierstrafischen Approximationssatz auf [0,1] in der folgenden Form zeigen.

Sei f auf [0,1] stetig. Dann konvergiert die Folge (f) der Bernsteinpolynome gleichmdfig gegen f.
Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Da f auf [0, 1] gleichmiBig stetig ist, gibt es ein § > 0 so, dass fiir
alle z,y € [0,1] mit |z — y| < ¢ gilt

|f(z) = fly)l <e.

Fiir den Beweis des Satzes haben wir die Differenz |f(z) — fn(z)| fir jedes z € [0, 1] abzuschéitzen. Wegen
Al gilt

n
@)~ ulo) < Y 11C5) = 1@ () H1 - 2, )
k=0
Wir spalten die Summe in zwei Teile auf, um auszunutzen, daf |f(z) — f(£)| < ¢, falls |£ — | < 6. Sei dazu
A, = {k|0<k<n, \$—%|<5},
By = {k|0<k<n, \$—%|25}.
Dann gilt

|f(w)—f(%)| <e fiir k€A, und, mit c:i= sup |f(z)] |f(w)—f(%)| <2 fir ke B,
ve0,1]

Nach der Definition von B,, gilt auerdem 62 < (z — £)2. Darum gilt

f@) - 15 < BBy i ke,

A3 Schitze (1) ab und fithre den Beweis des Weierstrafi’schen Approximationssatzes zu Ende.
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A4

| (z) = fu(2)]
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Bisher war n vollig beliebig. Wéhlen wir also ein ng, so dass ?S 41 < ¢ fiir alle n > ng. Dann erhalten

wir fiir alle z € [0,1] und n > ng

|f(2) = fu(2)] < 2.

Das ist die behauptete gleichméBige Konvergenz.
Ubertrage das Resultat auf ein beliebiges endliches Intervall [a, b]

Die Funktionen
y—a
b—a

sind Polynome, die das Intervall [a,b] auf [0,1] bzw. [0,1] auf [a,b] bijektiv abbilden.

g9ly) = und g '(y)=(b—a)z+a

Sei f eine auf [a, b] stetige Funktion. Dann ist h := f o g~ stetig auf [0, 1]. Sei h,, die zugehérige Folge
von Bernstein Polynomen. Dann ist f, := hy o g fiir jedes n wieder ein Polynom und es gilt

Ve>03ng: Vn>mng: |f(z)— fulz)| = |h(g(2)) — hn(g(z))| <e.

Also ist (f,) die gesuchte Folge von Polynomen.



