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4. Tutorium zur Analysis I1
Bernstein-Polynome und der Weierstrafl’sche Approximationssatz
Wir wollen in diesem Tutorium den folgenden Weierstrafy’schen Approximationssatz beweisen:

Satz: Fir jede auf dem Intervall [a,b] stetige Funktion f gibt es eine Folge (f,) von Polynomen, die
gleichmdfig gegen f konvergiert.

Wir fithren den Beweis zunéchst fiir [a,b] = [0, 1]. Jeder Funktion f auf [0, 1] ordnen wir die Funktion

fal2) = gf(g) (Z)a:k(l — )"k

zu. Offenbar ist f,, fiir jede Funktion f ein Polynom vom Grad n. Das Polynom f, heif}t n-tes Bernstein
Polynom fiir f.

A1l Bestimme die Bernstein Polynome fiir die Funktionen f(z) =1 und f(z) = z.
Zeige fn(z) = Lz(1 — z) firr f(z) = z(1 — z). Mache Dir klar, dass in allen drei Fillen gilt

n
lf — falloo = 0 fiir n — oc.
A2 Beweise die Abschitzung
n
k.ofn 1
0< M2 k 1— n—k < =
- Z(:c n) (k)aj (1-2) — 4dn
k=0
Wir wollen nun den Weierstrafischen Approximationssatz auf [0,1] in der folgenden Form zeigen.

Sei f auf [0,1] stetig. Dann konvergiert die Folge (f,) der Bernsteinpolynome gleichmdfig gegen f.
Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Da f auf [0, 1] gleichméBig stetig ist, gibt es ein § > 0 so, dass fiir
alle z,y € [0,1] mit |z — y| < § gilt

|f(z) = fly)| <e.

Fiir den Beweis des Satzes haben wir die Differenz |f(z) — fn(z)| fir jedes z € [0, 1] abzuschéitzen. Wegen
Al gilt

n
@)~ o) < Y 17C) - 1@ () H1 - )
k=0
Wir spalten die Summe in zwei Teile auf, um auszunutzen, daB |f(z) — f(£)| < ¢, falls |£ — 2| < 6. Sei dazu
A, = {k|0<k<n, \x—%|<5},
By = {k|0<k<n, \x—%|25}.
Dann gilt

|f(w)—f(§)| <e fiir k€A, und, mit c:i= sup |f(z)] |f(m)—f(%)| <2 fir ke B,
ve0,1]

Nach der Definition von Bj, gilt auerdem 62 < (z — £)2. Darum gilt
k 2c k .
7@~ JC) < 35w — D) fir k€ By,
A3 Schitze (1) ab und fithre den Beweis des Weierstrafi’schen Approximationssatzes zu Ende.

A4 Ubertrage das Resultat auf ein beliebiges endliches Intervall [a, b]



