2. Tutorium zur Analysis 11, Losungsvorschlag

Die Holder’sche Ungleichung

Aufgaben

A1 Seir:[0,00) — [0,00) eine stetige, monoton wachsende Funktion mit r(0) = 0, deren Umkehrfunktion
r~1 auf ganz [0, 00) definiert ist. Seien auflerdem fiir u,v > 0

M) = / r(t)dt and N(v) = / rL(t)dt.
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Veranschauliche Dir graphisch, dass uv < M (u)+N (v) fiir alle u, v > 0. Fiir welche u, v gilt Gleichheit?

uv ist der Flacheninhalt Rechtechs mit Breite v und Héhe v.

M (u) ist der Flidcheninhalt der Flédche, die durch den Graph von r, der z-Achse und der Gerade
x = u eingeschlossen wird. N (v) ist der Inhalt der Fléche, die oberhalb der Kurve und unterhalb der
Geraden y = v und rechts von der y-Achse liegt. Deren Summe ist offenbar > uv.

Die Gleichheit gilt, falls v = r(u).
Von nun an darfst Du annehmen, dass die Aussage von A1l beweisen ist.

A 2 Seien p,q positive Zahlen und 1—1) + % = 1. Beweise, dass uv < upr + % fir alle u,v > 0.

Wir verwenden A1 fiir r(t) = tP~%. Dann ist r~1(t) = t7~1 = 41, Das heifit
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Also ist uv < M(u) + N(v) = %}—F% fiir alle u,v > 0.
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und

A3 Seien f,g: [a,b] — R stetige Funktionen und p, ¢ > 1 mit % + % =1
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Beweise, dass
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(b) (Holder’sche Ungleichung)
Beweise unter Verwendung von (a), dass
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(a) Wir verwenden A2 fiir die Zahlen v = |f(x)| und v = |g(x)|:
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2. Tutorium, Lésungsvorschlag 2
1 1
(b) Wir bezeichnen | fl||, = (f;]f(x)]pdx)p und ||gllq = (fab \g(x)]qu)q. Wenn eine der beiden
Zahlen, zum Beispiel | f||, gleich 0 ist, dann ist (weil f stetig ist - siehe Tutorium 1) f(z) = 0
fiir alle x € [a,b]. In diesem Fall gilt die Ungleichung.

Nehmen wir also an, dass || f||, # 0 und ||g||; # 0. Sei u(x) = ﬁc}ﬁi und v(x) = ﬁ;ﬁi Dann ist
b b P b b q
/ |u(z)|Pdx = |f(:n)p] dr =1 und / lv(x)|%dx = |g(1‘)q| dr = 1.
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Aus (a) erhalten wir
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das heif3t
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