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11. Ubung zur Analysis II, Lésungsvorschlag
Aufgaben

(¥ Wo liegen Maxima?) (3 Punkte)

Es sei D C R" offen und beschréinkt und f : D — R™ stetig und auf D stetig differenzierbar, so dass
df (z) fiir alle x € D ein Isomorphismus ist. Zeige, dass || f|| sein Maximum nicht in D annehmen kann,
also dass

sup [|f(z)|| = sup [|f(2)]

zeD x€0D
gilt.
Angenommen das Maximum von ||f|| wird einem Punkt x € D angenommen. Weil df (x) invertierbar
ist, laBt sich f in einer Umgebung U C D von x umkehren. Das heifit, dass es eine Umgebung V' von

f(x) gibt, so dass
f:U—-V

invertierbar ist. Aus der Definition von Umgebungen folgt, dass es ein 6 > 0 gibt, so dass f(x)+df(x) €
V. Seiy := f~(f(x) + df(x)). Dann gilt

IF @I = 11f (@) +0f (@) = (1 + )] f (@)l

Das widerspricht der Annahme, dass || f(z)|| maximal ist.

(" Eine Verallgemeinerung des Banachschen Fixpunktsatzes) (4 Punkte)
Sei T': R™ — R” eine Abbildung, so dass fiir ein festes m € N ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 existiert, so dass

1Tz — T™y| < qllz -yl fir alle 2,y € X
gilt. Zeige
1. Es gibt einen eindeutig bestimmten Fixpunkt £ € R™ von T', das heifit T'(z) = z.
2. Fiir jedes z € R™ gilt T*(z) LN
Hinweis: Der herkémmliche Banachsche Fixpunktsatz (Beh. fiir m = 1) kann verwendet werden.

Gilt fiir jede Abbildung g : R™ — R", dass aus ¢"(z) = Z folgt g(z) = z?

Der gewdhnliche Banachsche Fixpunktsatz angewendet auf T™ liefert die Existenz eines eindeutigen

Fixpunktes Z € R™ von T™ mit T9z 2=, 7 fiir alle x € R™. Insbesondere folgt:

Jj—00

Timtky — mim(rhe) 25

fiir alle k € {0, ...,m —1}. Also zerfillt (T*x);, in m Teilfolgen, die alle gegen T konvergieren. Also gilt

n—oo _
Ty —= Z

fiir alle x € R™. Es bleibt zu zeigen, dass T ein Fixpunkt von T ist. Dies folgt aus
|z =Tz = [|[T"z = T"TZ| < ql|z — T'Z|].

Dieser Fixpunkt ist eindeutig, da jeder Fixpunkt von T" auch ein Fixpunkt von T ist; dieser ist
eindeutig.

Natiirlich ist die Antwort auf die Frage nein. Denn sei g(x) = —z. Dann hat g nur 0 als Fixpunkt und
fiir g% sind alle Punkte des R" Fixpunkte.

(Satz iiber implizite Funktionen) (5 Punkte)
Wir betrachten das folgende Gleichungssystem:

22 4+ 4y? + 922 =
r+y+z = 0.
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1 1
1. Zeige, dass sich dieses System in einer Umgebung des Punktes <0, — ——) eindeutig nach

V13 V13
< Z > = g(z).

y und z auflésen ldsst. D.h.

2. Berechne ¢'(0).

1. Sei ) ) )

rT+y+z

1 1
Wir miissen zeigen, dass sich die Gleichun x,Y,z) = 0 in der Ndhe von |0, —, ———
g g f(@,y,2) ( B T3>

eindeutig nach y und z auflésen ldsst. Wir verwenden den Satz tiber implitzite Funktionen.

1 1
Zuerst stellen wir fest, dass 0,——,——— | = 0. Man sieht leicht, dass f auf R> steti
! < V13T 13) ! g

differenzierbar ist und dass

Oy sy My zy Wiy
T )= O dy 0z (22 8y 18z
2= 5y, Ofs Ofs 11 1 )

%(x,y,z) 8—y(x7y7z) g(x,y,z)

Wir priifen nach, ob die Matrix

o o
dy 0z ([ 8y 18z
on on | ~\1 1
dy 0z
. . 1 1 . . C . .
invertierbar an der Stelle (0, —_, ——) ist. An diesem Punkt ist die Determinante der Matrix
V13 13
1 1
88— —-18—= 26
V13 V13 | = —= #0,
1 1 V13

also ist die Matrix invertierbar.
Somit gibt es offene Umgebungen U = (—0,9) von 0 in R und V von (
1

und eine Funktion g : U — V,g = ( gl ), so dass g(0) = \/11—3 , flx,g1(x), 92(z)) =0
2

V13
fiir alle x € (—9,0). AuBerdem ist g(x) die eindeutige Losung der Gleichung f(z,y,z) = 0 mit

x € (_57 5)7 (y,z) eV.
2. Sei z € (—0,9). Differenziert man die Gleichungen f;(x,g1(x),g2(x)) =0, i = 1,2, so erhélt man

1 1
— —— | inR?,
V13 \/ﬁ>

2 4 8g1(2) g1 () + 18g2(x)g5(x) =
1+ g1(z) + go(x) =

Setzt man ¢} (z) = —1 — g4(x) in die erste Gleichung ein, dann folgt 2x — 8¢1(z) — 8¢1(z)gh(z) +
18g2(2)gh(x) = 0. Somit hat man

_ 4g1(z) — @ () = —9¢g2(z) + x
9g2(x) — 4g1(z)’ 992(z) — 4g1 ()

95()
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9 4
Insbesondere, g;(0) = I3 g5(0) = G Also

9
g'(0) = 143

13

A4 (Satz iiber implizite Funktionen) (5 Punkte)
Ist die Gleichung
2y —y* =0

in der Nédhe von (e,e) bzw. (2,4) nach einer Variablen auflésbar?
Anleitung fiir den Fall (e, e): Studiere die Funktion

g:(z,y) — ylogz —zlogy
auf Kreisen
K, :=={(z,y) | (z,y) = (e,e) + r(cost,sint)}
fiir r > 0 und achte auf das Vorzeichen.

Wir setzen f(x,y) := z¥ — y*. Dann gilt (%f(x,y) =1Inxz-2¥ — zy* . Somit hat man (%f(Q,él) =
8(2In2 — 1) # 0. Ausserdem gilt 2* — 42 = 0. Somit lisst sich f in (2,4) lokal nach y auflosen.

Analog zeigt man, dass man auch lokal nach x auflésen kann.

Sei nun
h(r,t) := (e,e) + r(cost,sint)
Dann gilt
g(h(r, g)) =g(e,e+71)=(e+r)—elog(e+r) und g(h(r,m)) =gle —r,e) = —(e —7r)+ elog(e —r).

Es gilt 0,(x — elogx) = 1 — £. Hieran sieht man leicht, dass
x—elogz >e—eloge=0

somit folgt g(h(r, %)) > 0 und g(h(r,m)) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein t € (5, m) mit
g(h(r,t)) = 0. Fiir (x,y) = h(r,t) gilt ylogx = zlogy, also z¥ = y*.

Also findet man in jeder Umgebung von (e,e) Punkte (x,y) mit x # y und z¥ = y*. Auflerdem gilt
sowieso x* = x®. Also kann es keine Auflésung nach y (und auch keine nach x) geben.
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A5 (¥ Invertierbare Matrizen) (5 Punkte)
Sei R™*™ der Raum der n x n-Matrizen.

(1) Zeige ohne Verwendung des Banachschen Fixpunktsatzes, dass fiir alle A € R™*" mit ||A| < 1
(Il - || die Operatornorm) die Abbildung (id — A) invertierbar ist mit

(id — A)~ ZAk

(2) Beweise, dass die Menge GL(n) der invertierbaren Matrizen eine offene Menge in R™*" ist.

(3) Beweise mit Hilfe der Neumann-Reihe, dass die Abbildung
inv: GL(n) — GL(n), A~ A7!

stetig ist.

(1) Da | - || die Operatornorm ist, gilt |A*|| < ||A|*. Also gilt

AF| AllF =
ZII |<ZH | IAH

Somit haben wir eine konvergente Majorante gefunden, das heiBt » - AF ist absolut konvergent,
also konvergent. Man rechnet leicht nach

(id — A)f:A’f = f:Ak - f:A’f“ =A% =id.
k=0 k=0 k=0

Das beweist die Behauptung.

2) Sei A invertierbar. Wir zeigen, dass jedes B mit ||A — B|| < —— auch invertierbar ist. Man
A=t
hat
A7
id— A1B| = [|[A""A — A7'B|| = [A (A= B)| < JA 1A= B| < A 4
| =1 =147 < A= <1 AT

Also ist id — (id — A™'B) = A™!'B, und somit erst recht B invertierbar.

Zum Beweis der Stetigkeit nehmen wir wieder an, dass [|B — A| <

HB‘1H:H<Z (id — A™'B) >
k=0

somit schitzt man ab:

m gilt. Dann hat man

A AN\
143 () = ¢

1A~ = B = |47 (B = A)B~!|| < [|[A7Y[||B - Alle 2= 0.



