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9. Ubung zur Analysis II, Losungsvorschlag
Aufgaben

(P Satz von Taylor) (5 Punkte)
Es seien f : R" — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion und p : R” — R mit

= Z aqr®, aq €R
al<k
ein Polynom vom Grad < k.
Beweise die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(2) p ist das k-te Taylorpolynom von f (mit Entwicklungspunkt 0).

Es gilt nach dem Satz von Tay]or
fy= % —~ (D“f )he + Z (Df(Th)h® =: Ty (h) + R(h).

a<k-1 " al=k
(1) = (2)” Sei q(h) := p(h) — Ty (h). Es ist ¢ = 0 zu zeigen.
Sei & > 0. Dann gibt es nach (1) ein § > 0, so dass |[5B®)| < &, falls |[h]| < 6. Da D*f fiir |o| = k
stetig ist, kann man ¢ so wéahlen, dass |D®f(rth) — D*f(0)| < € fiir ||h|| < §, da 7 < 1. Man hat fiir
[Rll <o

lg(h)| = Ip(h) — f(h) + Ti—1(h) + R(h) — Ti(h)|
<Ip(h) = fF(W)| +| D i((D“f(rh))h“ — (D*f(0))r%)
|a|=k

1
<cellh]*+ > Jfllhll‘a|
laj=k

k
= ce|[h]|".

Also gilt 4% _5 0. Wir schreiben a(h) = X2 5<k bghP. Dann gilt fiir festes h und t € R

RIE
k .
h) = > bathfInf =3 e, h)t!

|B1<k J=0
und
|t|’ q(th) 290 fiir i= 1.k
Angenommen, wir hitten schon gezeigt c¢(j,h) =0 fiir j =0, ...,1, | < k. Dann gilt
k
0 ¢ —ra(th) = D e BTt 5 el + 1, h).
j=l+1

Also ist ¢(I + 1,h) = 0. Per Induktion folgt also (Der Induktionsanfang geht analog zum Induktions-
schritt) g(th) = 0 fiir alle t und weil h beliebig war, gilt ¢ = 0 und wir haben (2) bewiesen.
,»(2) = (1)” Sei p(h) = Ty (h). Dann gilt

||;3||k|f(h) —p(h)| = —thch S —(D*f(rh) — D*F(O)h
al=h

< T 0 apIPe (k) = D SO )l
la|=k

1 « 07
< 7 ~ID%f(eh) = D (0)]
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weil D*f fiir |a| = k stetig ist.

A2 (Weglinge in Polarkoordinaten) (6 Punkte)
Wir betrachten einen Weg der Gestalt

vila, Bl = R, y(g) =1(4) - (cos b,sing),
wobei 7 : [a, B] — [0, 00) stetig differenzierbar ist.

1. Begriinde, dass <y rektifizierbar ist und zeige

B
Liy) = / V@) T (7 (9)2d.

2.7 Im Falle
r:[-m 7] = [0,00), r(¢):=1+cosé¢

nennt man die zugehoérige Kurve Kardioide.
Zeige, dass die Kardioide eine Jordankurve ist.

3. Begriinde, dass die Kardioide eine Kurvenlidnge besitzt und berechne diese.

1. Der Weg ~ ist stetig differenzierbar und nach Satz 11.5 daher rektifizierbar. Die Produktregel
der Differentialrechnung liefert

Y (¢) =1'(¢) - (cos $,sin ) + r(¢) - (—sin ¢, cos ¢).
Weil (cos ¢, sin ¢) und (— sin ¢, cos ¢) zueinander orthogonale Einheitsvektoren sind, erhalten wir
17 Oll2 = V('(8))2 + (r(¢))2-

Setzt man dies in die Formel aus Satz 11.5 ein, so folgt die Behauptung.
2. Die Abbildung

(p, ¢) — p(cos ¢,sing) : (0,00) x (—m,7) = R\ {0}
ist injektiv. Da r(¢) > 0 fiir ¢ € (—m,w) ist, ist somit y auf (—m, ) injektiv.
Also gilt fiir s < t mit y(s) = 7(t) notwendig s = —7 oder t = 7. Nun ist aber y(—n) = vy(7) =0,
wéhrend y(¢) # (0,0) fiir ¢ € (—m,w). Somit ist nur noch s = — und t = m mdglich. Wir haben
gezeigt, dass v eine Jordankurve ist, das heifit die Kardioide ist ein Jordanweg.
3. Nach 1. und 2. ist I" := Bild~y ein rektifizierbarer Jordanweg. Nach Satz 11.5 und 11.6 ist ' die
Weglinge L(vy) zugeordnet. Da r'(¢) = — sin ¢ ist, ist

T(¢)2 + 7"'(q5)2 =142cos ¢+ cos? ¢ +sin’ ¢ = 2(1 + cos ¢) = 4 cos g

Somit erhdlt man - i
L(y) = / 2| cos é|dg15 = 2 cos ?dqﬁ = 8.
o 2 r 2
A 3 (Wegintegrale skalarwertiger Funktionen) (3 Punkte)
In einer Junggesellenwohnung, deren Fulboden wir uns als die Halbebene

H={(z,y) € R |z >0}

vorstellen, hat sich vor der Wand z = 0 eine Staubschicht angehduft, deren Hohe h(z,y) = 2e¢ *
betrigt (in Millimetern, an der Stelle (z,y) € H, wobei z,y in Metern). Der junge Mann bewegt den
Staubsauger wihrend einer Sekunde geradlinig auf einer Strecke I' vom Punkt (2,0) nach (1,1). Zur
Zeit t € [0, 1] befinde sich die Diise des Saugers an der Stelle

y(t) == (2 — 2, %).

Das momentan pro zuriickgelegter Wegstrecke beim Passieren des Punktes (z,y) € I' aufgenommene
Volumen Staub betrage f(z,y) = 0,2 - h(z,y) (in Liter pro Meter). Berechne das Gesamtvolumen
Staub (in Liter), das lings der Strecke I' eingesaugt wird.
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Das gesuchte Volumen ist
1 1
V= /g :/ FO®) Y @) lldt = 0,6/ e @ )/3. 2t dt = 0,6v2e 2]} = 0,6V (e — 1)
Y 0 0

(was c.a. 0,2 Liter sind.)
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A4 (Ein Wegintegral) (2 Punkte)

A5

Sei f(z,y) := (—y,z) und 7 : [0,27] — R%, () = (cost,sint).
Berechne das Wegintegral von f lings .
Es gilt 4/ (t) = (—sint,cost). Also hat man
2m
0

/7 fd(z,y) = / ~(sint) - (—sint) dt + /0 " cos 1) (cos £) dt

27
:/ 1dt = 2.
0

(F Wegzusammenhangskomponenten) (5 Punkte)
Sei 2 C R*. Wir definieren eine Relation ,,~” auf R” durch

z~y < Esgibt einen Weg 7:[0,1] - Q mit y(0) =z und (1) =y.

Ein solcher Weg heift ,, Weg von = nach y”. Zeige, dass ,,~” eine Aquivalenzrelation ist.
Was bedeutet das fiir die Menge Q7

¢ Reflexivitit: Fiir jedes = € S ist der konstante Weg a(t) := x ein Weg von z nach x. Also z ~ x

e Symmetrie: Sei x ~ y. Dann gibt es § : [0,1] — Q mit 8(0) = x und (1) = y. Dann ist
B-(t) := B(1 — t) ein Weg von y nach z. Also y ~ .

e Transitivitidt: Sei x ~ y und y ~ z. Weiter sei v, ein Weg von x nach y und vy ein Weg von y
nach z. Sei

0o {1 fiir t € [0,4]
T Y2 (2t —1)  fiir ¢ € (3,1
Dann ist v ein stetiger Weg von x nach z, also x ~ z.

Fiir das Gebiet bedeutet das, dass es in Aquivalenzklassen zerfillt, das heift man kann es in Teilmengen
(die sogenannten Wegzusammenhangskomponenten) zerlegen, in denen je zwei Punkte durch einen
Weg verbindbar sind. Jedoch lassen sich zwei Punkte aus unterschiedlichen Komponenten nicht durch
einen Weg verbinden.
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