6. Ubung zur Analysis II, Losungsvorschlag
Aufgaben

A1 (” Partiell differenzierbar aber nicht stetig)
Es sei f : R? — R mit
1 fir x-y=0
fla,y) = . :
0 fir z-y#0

Zeige:

e f ist im Nullpunkt partiell differenzierbar.
e f ist im Nullpunkt nicht stetig.

Es gilt f(z,0) =1 also %(0,0) =0 und f(0,y) = 1, also %(070) = 0. Es gilt aber auch f(0,0) =1
und lim, o0 f(£,1) =lim, oo 0 =0 # 1 = £(0,0).

A2 (Kettenregel und der Satz von Schwarz) (5 Punkte)

(i) Sei U C R3 offen. Beweise divrotu = 0 fiir alle zwei mal stetig differenzierbaren u : U — R3.

(i) Gegeben sei eine differenzierbare Funktion f : R?® — R. Wir definieren eine differenzierbare
Funktion g : R?* — R durch g(z,y, 2) := f(z — v,y — 2,2 — ). Zeige, dass gilt

8113 OUQ 8111 alI3 8112 6111
OX2 8X3 ’ 6X3 8X1 ’ 6X1 8X2
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= 0.
T —y
(ii) Wir schreiben h(x,y,z) = | y—z |. Dann gilt
z—z
L A T N on "
8_ = 0 s a— = 1 und 8_ = -1 .
o -1 4 0 : 1

dg dg dg
%(’1"7?‘/72) + a_y(l'ayaz) + &($,y,2)

1 —1 0
__,0f of of of of of of of of
(81'782/782)(%7:%2)(01)+(8$78y782)(w7y72)< (1) )(ax7ayaaz)(w7yvz)< 1)

_of of of of of of _
—(%—g—% 8—y—a—y+£)(l‘,y»z)—0

A3 (P Abbildungen von Matrizen) (6 Punkte)
Sei R™*"™ die Menge der n x n-Matrizen.

(i) Sei ||| - ||| eine Norm auf R™ und || - || die durch ||| - ||| induzierte Operatornorm. Zeige

|AB| < ||A||||B|| fiir alle A, B € R™™".
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(ii) Sei
f S RTXT o RAXN Rnxn, (A,B) —s A2B
Zeige, dass f in jedem Punkt (A, B) differenzierbar ist und berechne df (4, B).

(i) es gilt fiir alle x € R™
[1ABz|[| < [[All[[[B[| < [A[[[IBI[l|=[]I-

Somit gilt | AB|| = inf{[[|ABz||| , x € R", [[[z||] = 1} < inf{[[A[[[B], = € R", |||z[|| = 1} = [[A[[[| B
(ii) Sei ||-|| die euklidische Norm auf R™" . Diese ist equivalent zu der (von irgendeiner Norm) induzierten
Operatornorm || - ||op. Es gilt

f(A+H,B+K)=(A+H)*(B+K)
= A’B+ AHB + HAB + H?B + A’K + AHK + HAK + H*K
= f(A,B) + (AHB + HAB + A’K) + H*B + AHK + HAK + H°K.

Die Abbildung (H,K) — AHB + HAB + A?K ist offenbar linear. Aufierdem
|H2B + AHK + HAK + H?K|| _ |H*B + AHK + HAK + H*K||o,

[H | + (1K) = [1Hllop + 1K lop
C\IHII%pB +2||Allopl Hllopl K llop + 1H 13, Kllop
N [1Hlop + [ K[[|Op
- CHHH%pHBHOp +2||Allop | Hllop 1K llop + 1115, K llop
N 1H]lop

< c([|Hllopl Bllop + 2l Allopl K llop + | H lopl| K [ op)
(H,K)—0
- 7 0

A 4 (Differenzierbarkeit) (6 Punkte)
Es sei f:R? — R mit

Fla,y) = (22 +y?) - sin <\/9021Tz12> fir (z,y)#0
0 fiir (l’,y) =0

gegeben. Zeige

° % : R? - R? und 6% : R? — R? existieren, sind aber im Nullpunkt nicht stetig.

e f ist im Nullpunkt differenzierbar.

Sei (z,y) # (0,0). Dann gilt

o _ 2 sin(*) + (22 + y?) cos( ! )(—1 2
81’ 1/x2+y2 1/x2+y2 2 /$2+y23
= 2z sin( ! ) — * cos( !
/x2+y2 /w2+y2 x2+y2

Sei y = 0. Dann hat man

_ h? sin o
f(0+h,0) = £(0,0) _ FL _ pin o= 520, ¢

h h Ih]

Somit ist existiert die partielle Ableitung nach x.
Sei a, = (51=,0). Dann gilt a,, — (0,0) aber
of of

8_36(%) =0—cos2nmr=1""2140= 8—w(0,0).
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A5

Also ist % unstetig. Fiir die Ableitung nach y geht alles genauso.
Wir zeigen nun, dass die Fréchetableitung 0 ist. Es gilt fiir h = (hy, he) # (0,0)

1
DN CET:

. 1 h—0
R+ h2) sin | ———— || < /A2 +h2 250
( 1 2) <\/m> ‘ 1 2
Also gilt
f(O+h)=0+0h+ f(h) = £(0,0) + df(0,0)h + f(h)
und f ist in (0,0) differenzierbar.

(¥ Differenzieren von Integralen) (6 Punkte)

Seien I und J nichtausgeartete kompakte Intervalle in R. Seien ¢g,h : I — J differenzierbar mit
g(x) < h(x) fiir alle z € I. Ausserdem sei

5 LR
Ox

stetig. Wir definieren f : I — R durch

Zeige:
v 0 0
o ([ o) = [ Frwoa
(ii) f:I — R ist differenzierbar mit

£a) = Ko, h(o) - W (@) - K(ogla) -o'@)+ [ e

g()

Anleitung: Zu (i): Mittelwertsatz, gleichmiflige Stetigkeit, gleichméfige Konvergenz.
Zu (ii):

G:I—R3 z+— (9(x),h(zx),x)

H:JxJxI, (u,v,w) +—>/ K(w,&)d¢
und Kettenregel.

(i) Sei € > 0. Da %K(w,f) stetig und die Menge I x J kompakt ist, gibt es ein § > 0 so dass
|K(2,8) — K(y,8)| < e falls |z — y| < 0. Sei |h| < §. Dann gilt nach dem Mittelwertsatz

K(z+h,§) — K(z,§) 0 0 0
~ YK e YK <
b ox (:E’g) ox (U:c,f,h,f) Ox (':Uag) SN
weil 1)y ¢ 1, € (x—|h|,x+|h|) wahlbar ist. Also gilt w — %K(x,ﬁ) gleichméBig fiir h — 0.

Also hat man
1 _ _ [(K@+h§-K@& w0
h<L“”W@%'LK@ﬂ%> / 2 a6 20 [ LK@ de

Hieraus folgt die Behauptung.
(ii) Es gilt

(2

g'(x) u
G'(x) = ( h'(z) ) und Jg ( v ) = (—K(w,u),K(w,v),/ %K(w,ﬁ) dg).
1 u

w
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nach (i) und dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung. Man hat f(x) = H(G(z)). Nach

der Kettenregel gilt folglich

h) g g'(x)
f’(x):Jh(G(w))G’(w)=(—K(x,g(x))7K(cv,h(w)),/ K (@,8)dg) - | ()

g9(x) 1
h(zx)
= Ko@) @)+ KW @)+ [ S o

Orientierungskolloquium

Die Forschungsgebiete des Fachbereichs Mathematik stellen sich vor.

Montag, 29.05.2006 — 16:15-17:15 Uhr — S207/109
Prof. Dr. Burkhard Kiimmerer
FG Algebra, Geometrie und Funktionalanalysis

.Im Dreilandereck Funktionalanalysis — Stochastik — Mathematische Physik“

Nach dem Vortrag gibt es ein gemiitliches Treffen (Kaffee, Tee und Kekse) in S215/219, bei dem

Interessierte iiber den Vortrag diskutieren und die Vortragenden naher kennenlernen kénnen.



