1. Ubung zur Analysis II, Lésungsvorschlag
Aufgaben

A1 (Stammfunktionen) (4 Punkte)
Wir betrachten zwei Funktionen F, G : (—1,00) — R, die durch

1—
F(z) = —arctanz, G(z) = arctan 1 al

definiert sind.

a) Zeige, dass F und G Stammfunktionen derselben Funktion f sind und bestimme f.
b) Welche Form haben alle Stammfunktionen von f?

c) Bestimme eine Konstante ¢ € R, so dass fiir alle z € (—1, 00) die Gleichung G(z) = F(z) + c gilt.

a) Esist F(z) = —ﬁ. Andererseits ist mit der Kettenregel
1—z\’ 1
6’ = (12 ;
T 1—
1+ (2)
=2 1
(1 42)?q . (-2
( :C) 1+ (lJr:c)2
-2 1
i —_ — p—y F, .
22 it L@
Es ist damit f(z) = —ﬁ.
b) Die Stammfunktionen von f sind von der Form F(z) = — arctan(z) + c.

c) Esist F(0) =0 und G(0) = arctan(1) = §. Also ist F(z) = G(z) + ¢ mit ¢ = — 7.

A 2 (Partialbruchzerlegung) (4 Punkte)
Bestimme die folgenden Integrale mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung:

Loor+1
a)/Ld%

1 22+2—6

Loz
b) /0 mdx.

a) Die Nullstellen von q(z) = 2 +x — 6 sind 2 und —3. Also lautet der Ansatz fiir die Partialbruch-

zerlegung _— N 4
T 1 2

(z+3)(z —2) _$+3+w—2'

Das zugehorige LGS

Al +A4y = 2
—2A1 + 34,

hat die Losung A1 = Ay = 1. Also:

1 1 1
2z +1 1 1
——dr = d d
/_1$2+a:—6 o /_1:1:+3 ﬂI:—i_/_1:1:—2 v

= [In|z+ 3|+ Injz — 21, = In(2) — In(3).
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b) Fiir die Partialbruchzerlegung von ﬁ ist der Ansatz

xz _ A1 + A2 + A3
(z+1)3 z+1 (z+1)2 (z+1)3

erforderlich. Als LGS erhilt man

A = 0
241+ Ay =
A+ A2+ 43 = 0

und somit A; =0, As =1, A3 = —1. SchlieBlich:

/I#dm—/lédm— S S R
o (z+1)2 o (+1)37 [ z4+1 2z+1)2%], 8

A3 (Substitution und partielles Integrieren) (4 Punkte)

1. Berechne

2 s
(1) / ze*’ dr, ) /2 (cos z + cos® z)dx
0 —

us
2

/ sin® z dz

mittels Substitution.

2. Berechne das unbestimmte Integral

mit partieller Integration.

2 1 [? > 1 1
(2) / ze’ dr = —/ (2z)e™ dx = —/ Vdy = ~(e* — 1)
0 2 Jo 2 Jo 2

3 3 3
) / (cosz + cos® z)dz :/
_% —

2.Partielles Integrieren liefert

1
1
(2 —sin? z) cos z dx = /1(2 —y)dy = 2y — 79’1l =4 -

2
3 3

e

/sin4 xdx = —sin3zcosx — / 3sin? z cos z(— cos z)dx
= —sin3zcosz — / 3sin? z(sin® —1)dz.
Stellt man die Gleichung nach [ sin* z dz um, so erhilt man
. 4 L. 3 . 9
sin® zdx = ~1 sin 3z cos x + 7 [ sim rdz.
Wiederholt man das selbe Argument noch einmal, so sieht man

sin‘lacda:——lsin?yaccos:v—i—§ —lsinaccosx—i—1 1dz ——lsin3xcosx—§sinxcosx+§a:
4 4\ 2 2 4 8 8
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A4 (P Ein alter Bekannter) (2 Punkte)

A5

Sei die Funktion L : Rt — R gegeben durch

Liz) = / %dt.
1

Zeige, indem Du nur die Integrationsregeln, aber keine Vorkenntnisse iiber die Logarithmusfunktion
verwendest, dass fiir u,v € RT
L(uv) = L(u) + L(v)

gilt

uv u 1 v

L(u) :/%dt: L iz = Liw) +/%da::L(u) +/%

e dt = L(u) + L(v).

S|+

1 1
v v

(¥ Periodische Stammfunktionen) (4 Punkte)

Sei f : R — R eine 2w-periodische Funktion und F' eine Stammfunktion von f. Finde eine Bedingung,
die sicherstellt, dass F' auch 2m-periodisch ist. Beweise, dass die gefundene Bedingung notwendig und
hinreichend ist.

Das ist genau dann der Fall, wenn fOZW f(z)dz = 0.
,, =" Sei F' 2w-periodisch. Dann gilt

2w
0=F(2r)—F(0) = i f(x)dz.

<" Sei OZF f(x)dz = 0. Dann gilt

T+27
Flz+27) — F(z) = /+ Ft)dt
r+27 T
- / f(t)dt—/o F(t)dt

0

T+21T T

_ / f(t)dt—/ F(t+ 2m)dt
0 0
T+21T T+21T

_ /0 F(t)dt — /2 F(t)dt

27 "
- / F(t)dt = 0.
0

Also ist F' 2mw-periodisch.



