13 Das Riemann-Integral fiir Funktionen meh-
rerer Verdnderlicher

In diesem Kapitel kommen wir zur Definition und wesentlichen Eigenschaften des

Riemann-Integrals fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher. Genauso, wie uns das

Problem der Flachenberechnung eine Motivation fiir die Einfithrung des Riemann-

Integrals fiir Funktionen einer Verdnderlichen war, kann uns nun das Problem

der Volumendefinition- und berechnung (oder allgemeiner etwa das Problem der

Massebestimmung eines Korpers mit ortsabhéangiger Dichte) als eine Motivation
dienen.

In diesem und im folgenden Kapitel kann es lediglich darum gehen, einen ersten
Eindruck von der Integration im R" zu gewinnen und einige Rechentechniken zu
vermitteln. Im vierten Semester wenden wir uns diesem Thema ausfiihrlicher zu.

13.1 Das Riemann-Integral iiber Intervallen im R"

Wir beginnen mit der Integration iiber den ,einfachsten Mengen im R", ndmlich
iiber Intervallen, Rechtecken, Quadern, ..., die wir kurz unter dem Namen Inter-
vall im R™ zusammenfassen. Im Unterschied zum R! gibt es aber im R™ weitaus
mehr Mengen, iiber die man integrieren mochte (Kugeln, Pyramiden, ...). Wir
werden daher spiter die in diesem Abschnitt angestellten Uberlegungen auf all-
gemeinere Mengen iibertragen.

Unter einem abgeschlossenen Intervall im R™ verstehen wir ein Produkt
la1,b1] X ... X [an, by] = {(21,...,2,) €ER": a; < z; < b; fiir alle i}.
Ein offenes Intervall im R™ ist ein Produkt
(a1,b1) X ... X (ap,by) = {(z1,...,2,) ER" : a; < x; < b; fiir alle i}.

Ist I ein offenes oder abgeschlossenes Intervall wie oben, so erkliren wir seinen
Inhalt durch

11| .= (b1 —ay) ... (b, — ay).

Wir erhalten also fiir
e n = 1 gewdhnliche Intervalle, und |I| ist die Intervall-Lénge,
e n = 2 Rechtecke, und |I| ist der Flicheninhalt,

e n = 3 Quader, und |I| ist das Volumen, ... .
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Eine Zerlegung Z eines Intervalles I C R”™ ist ein Produkt Z; x ... X Z, von
Zerlegungen Z; der Intervalle [a;, b;]. Die Teilintervalle von Z erhélt man, indem
man im Produkt T} x Ty x ... x T}, die T; alle Teilintervalle der Zerlegung Z;
von [a;, b;] durchlaufen liasst. Eine Zerlegung Z’ heifit Verfeinerung von Z, wenn
Z 7.

Ist insbesondere Z = 7y X ... x Z, und Z' = Z] X ... x Z!,, s0 ist Z' genau dann
eine Verfeinerung von Z, wenn jedes Z! eine Verfeinerung von Z; ist. Unter dem
Feinheitsmaf$ (Maschenweite) von Z = Z; X ... X Z, versteht man die Zahl

|Z] := max |Z;].

Beachte: In diese Definition geht nicht der Inhalt der Teilintervalle von Z ein
sondern deren ,, Kantenldange®.

dT ; I =la,b] x [c,d]

Hat Z die Teilintervalle Iy,..., I, und ist £ = (&, ..., &) ein Vektor mit &; € I;,
so heifit £ ein Zwischenvektor zu Z.

Ist nun f eine reellwertige Funktion auf I, Z eine Zerlegung von [ mit den
Teilintervallen Iy, ..., I, und £ = {&, ..., & } ein Zwischenvektor zu Z, so heifit

S(Z,6, ) : Zf& 1]

eine Riemannsumme fir f.

Definition 13.1 Die Funktion f : I — R heifit Riemann-integrierbar, wenn fiir
jede Folge (Z'™) von Zerlegungen von I mit |Z™| — 0 und fiir jede zugehérige
Folge von Zwischenvektoren (€™) die Folge (S(Z(m),f(m), f)) der entsprechen-
den Riemannsummen konvergiert.

Wenn f Riemann-integrierbar ist, dann sieht man wie im Beweis von Satz 8.10,
dass alle Folgen (S (zm) ¢tm) f )) gegen den gleichen Wert konvergieren. Dieser
heifit das Riemann-Integral von f iiber I. Wir schreiben dafiir

/fda: /f )dz, /fa:l,... yd(z1,. .. ) oder /Ide.
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Die folgenden Aussagen beweist man wie fiir n = 1 (Sétze 8.4, 8.22, 8.23, 8.24
und 8.19).

Satz 13.2 Jede auf einem Intervall I C R™ Riemann-integrierbare Funktion f
15t beschrdankt.

Satz 13.3 Sind f, g Riemann-integrierbar auf I und o, € R, so ist auch af+3g
Riemann-integrierbar auf I, und es gilt

/](OffﬂLﬁg)dl":a/Ifderﬁ/lgdx.

Satz 13.4 Sind f,g Riemann-integrierbar auf I und ist f(x) > g(z) fir alle

x € I, dann ist auch
/fdxz/gd:c.
I I

Folgerung 13.5 Fir Riemann-integrierbares f : I — R st

/Ifdm

Satz 13.6 Sind f,g Riemann-integrierbar auf I und stimmen f und g auf einer
in I dichten Menge 1iberein, so ist bereits

/Ifda;:/lgdx.

13.2 Integrabilitatskriterien

< sup|f(z)|-[1].
zel

13.2.1 Charakterisierung iiber Darbouxsche Integrale

Sei I C R™ ein abgeschlossenes Intervall und f : I — R eine beschrinkte Funkti-
on. Weiter sei Z eine Zerlegung von [ in Teilintervalle Iy, ..., I,. Mit den Zahlen

my = inf f(x), My :=sup f(x)

zel}, zely

definieren wir die Unter- bzw. Obersummen von f bzgl. Z:
U(Z, f) :ka’]k‘y O(Z, f) 3:ZMk|Ik|
k=1 k=1

und nennen

fdr:=supU(Z, f) bzw. /*fdx =infO(Z, f)
z I z

I*
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das untere bzw. obere Darbouxsche Integral von f. Fiir einen kurzen Moment
wollen wir eine Funktion f Darboux-integrierbar nennen, wenn

/*Ifdx:/l*fda:.

Satz 13.7 Die beschrinkte Funktion f : I — R ist genau dann Darboux-integrierbar,
wenn fiir jedes € > 0 eine Zerlequng Z von I mit O(Z, f)—U(Z, f) < € ezistiert.

Wie Satz 8.7 beweist man:

Durch Ubertragung des Beweises von Satz 8.8 (Details siche Heuser, Analysis II,
Satz 199.1) erhélt man weiter:

Satz 13.8 Eine Funktion f : I — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn
sie beschrinkt und Darboux-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/Ifda:: I*fda::/l*fd:n.

Folgerung 13.9 (Riemannsches Integrabilitidtskriterium) Fine Funktion f :
I — R st genau dann Riemann-integrierbar, wenn sie beschrinkt ist und wenn
fiir jedes € > 0 eine Zerlequng Z von I mit O(Z, f) — U(Z, f) < € existiert.

13.2.2 Charakterisierung iiber Nullmengen

Ahnlich wie im R! nennen wir eine Menge M C R eine Nullmenge, wenn es
fiir jedes € > 0 hochstens abzéahlbar viele (offene oder abgeschlossene) Intervalle
I, I, ... gibt, welche M tberdecken (d.h. M C |J, I;) und fir die >, |Ix] < ¢
ist.

Beispiel Fiir jedes c € R und jedes 5 = 1,...,n ist die Hyperebene
H:={(x1,...,2,) € R": z; =¢}

eine Nullmenge. Um dies einzusehen, bilden wir fiir jedes £ € N das Intervall
Ik = (al,bl) X (ag,bz) X ... X (an,bn) mit

{—k fiir 4 #

€ o
C_W fUI'Z—j

bz' =

a; -—

{k fiir 4 #

C+W fuI“Z:j

Dann ist H C |J, 1), (die Intervalle I, werden immer , breiter und ,,flacher) und

gym_g(%)” 1 R % *522;@ —¢. »
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Es lassen sich die Beweise von Lemma 8.13 (Eigenschaften von Nullmengen)
und Satz 8.14 auf den R™ mit n > 1 iibertragen. Auch die im Beweis benutzte
Schwankung einer Funktion f auf einem Intervall I definiert man wie im R!:

04(1) = sup [(t) — inf £ (1) = sup{If(s) = F(1)] - 5,1 € T},

tel

Satz 13.10 (Lebesguesches Integrabilititskriterium) FEine Funktion f : I
— R ist genau dann Riemann-integrierbar auf I, wenn sie beschrinkt ist und
wenn die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge bildet, d.h. wenn f
fast diberall stetig ist.

Folgerung 13.11 Jede auf I stetige Funktion ist Riemann-integrierbar.

Folgerung 13.12 Mit f und g sind auch die Funktionen |f|, max{f, g}, min{f, g}
und f - g Riemann-integrierbar auf I.

Folgerung 13.13 Sei g Riemann-integrierbar auf I, g(I) C [a,b] und f stetig
auf [a,b]. Dann ist auch f o g Riemann-integrierbar auf I.

Beweis Ist fog in x € [ unstetig, so muss auch ¢ in z unstetig sein. Also ist
A(fog) € A(g). Damit ist A(f o g) Nullmenge. n

Fiir Riemann-integrierbares f ist also z.B. auch die Funktion {/|f(z)| Riemann-
integrierbar.

Folgerung 13.14 Sind f, g Riemann-integrierbar auf I, und sind f, g fast iberall

gleich, so ist
/fdx = /gdx.
I I

13.3 Der Satz von Fubini

Der nachfolgende Satz gibt uns in vielen Féllen ein bequemes Verfahren in die
Hand, Riemann-Integrale auf mehrdimensionalen Intervallen zu berechnen.

Satz 13.15 (Fubini) Seien I, C R¥, I, C R¢ abgeschlossene Intervalle und
I:=1,x1I, CR =Rk xR Weiter sei die reellwertige Funktion f Riemann-
integrierbar auf I, und fir jedes y € I, existiere das Riemann-Integral

9(y) = | flx,y)dz.

Iy

Dann ist die Funktion g auf I, Riemann-integrierbar, und es gilt

[t = [ ([ i) (13.1
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Beweis Die Existenz des iterierten Integrals sowie die Identitéat (13.1) folgen aus
dem Satz iiber iterierte Grenzwerte von Doppelfolgen (= Satz 9.17). Wir sehen
uns einige Details des Beweises an.

Fiir m € N sei Z™ eine Zerlegung des Intervalles I, und &™) ein zugehoriger
Zwischenvektor, und fiir n € N sei ngn) eine Zerlegung von I, mit Zwischenvektor

fé"). Dann definiert Zmm = z{™ x ZZS") eine Zerlegung von I, und £mm =
fg(cm) X &(/n) ist ein zugehoriger Zwischenvektor. Wir erhalten
S(Zm ., ) = TR €)ALY ALY
(i.3)
= S (e Ay ar. 132
j i
Seien nun die Zerlegungsfolgen (Zg(cm))mzo, (Z?Sn))nzo so beschaffen, dass |Z!™|

— 0 und |Z{™| = 0 fiir m — oo bzw. n — oo. Fiir die Produktzerlegung Z (™)
gilt dann offenbar |Z(™™| — 0 fiir (m,n) — oo. Da f auf I Riemann-integrierbar
ist, konvergiert die linke Seite von (13.2) fiir (m,n) — oo gegen [, f(z,y) d(x,y).
AuBlerdem wissen wir aus der Voraussetzung, dass fiir m — oo fiir jedes feste é’g?
der Klammerterm auf der rechten Seite von (13.2) konvergiert:

lim 3 €7 DALY = [ ) do = g(6l).
Nach dem erwahnten Satz 9.17 existiert dann auch der iterierte Grenzwert

Jlﬂgozg(féf}))ﬁfﬁ})zz g(y)dyz/I </1 glw,y) dz) dy
j y y ©

und stimmt mit

lim  S(z0mm gtmn) ry z/lf(x,y) d(z,y)

(m,n)—o0
uberein. =

Folgerung 13.16 (Satz iiber Vertauschung der Integrationsreihenfolge)
Die Bezeichnungen seien wie in Satz 153.15. Ist f auf I = I, x I, Riemann-
integrierbar, und existieren die Integrale

/ f(x,y)dzx fir jedes y € I, und / f(z,y)dy fir jedes x € I,
I, 1y

so existieren alle iterierten Integrale, und es gilt

/Ix( @y dy) dx:/j () fy)do) dy:/jf(x,y)d(:c,y).

Y
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Fiir stetiges f wissen wir dies bereits aus Satz 10.29. Durch wiederholtes Anwen-
den des Satzes von Fubini und von Folgerung 13.16 erhalten wir:

Folgerung 13.17 Ist f stetig auf I = [ay,b1] X ... X [an, by], so ist

b1 bn
) d(x, . w,) = xn)dry,. ) day.
/Ifm, (e, 2) / ( / f(er, ... ) dan...) doy

Dabei darf die Reihenfolge der Integrationen noch beliebig vertauscht werden.

Beispiel Auf I =[0,1] x [0,1] x [0,1] sei f(x,y,2) := xyz. Dann ist

1 1 1
/f(af,y,Z)d(Ly,Z) = ///xyzdxdydz
I 0 0 0
1 [t 1 /! 1
= 5/0 /0 yzdydz-z/o zdz—g. ]

13.4 Integration iiber Jordan-messbaren Mengen

In diesem Abschnitt geht es um die Integration auf komplizierteren Mengen als
Intervallen. Fiir jede nichtleere Menge B C R"™ und jede Funktion f : B — R
definieren wir

f(z) fallsz e B

:R" - R, x) =
fo:R" =R, fale) {0 falls # ¢ B,
d.h. fp setzt die Funktion f durch 0 auf ganz R" fort.

Definition 13.18 Sei B C R" nichtleer und beschrinkt, und I C R" sei ein
abgeschlossenes Intervall mit B C I. Die Funktion f : B — R heif$t Riemann-
integrierbar auf B, wenn die Funktion fg Riemann-integrierbar auf I ist. In

diesem Fall heifst
/ fdx = /fB dx
B I

das Riemannintegral von f iiber B.
Anmerkungen
e Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von I.

e Diese Definition bietet auch im R! etwas Neues, da B kein Intervall sein
muss.

Ob eine Funktion f auf einer Menge B integrierbar ist, héngt sowohl von f als
auch von B ab. Insbesondere erwartet man von B, dass wenigstens so einfache
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Funktionen wie x : B — R, x(z) = 1, Riemann-integrierbar sind. Die entspre-
chende Funktion

x(x)=1 wennz € B

R" - R =
B - R xsle) {0 wenn r ¢ B

heiflt die charakteristische Funktion von B.

Definition 13.19 FEine nichtleere beschrinkte Menge B C R™ heiffit Jordan-
messbar, wenn ihre charakteristische Funktion xp Riemann-integrierbar ist. In

diesem Fall heif$t
|B| ::/XBdZB:/ldl‘:/d$
I B B

der (n-dimensionale) Jordan-Inhalt von B.

Anschauliche Deutung:

B

i) g L dx beschreibt das Volumen eines Zylinders {iber B mit der Hohe 1. Dieses
ist gleich Grundfliche x Hoéhe, also gleich |B|. n

Deutung iber Ober- und Untersummen: Seien B C R™ nichtleer und beschrinkt,
I C R" ein Intervall mit B C I und Z eine Zerlegung von I in Teilintervalle
Ii,...,I.. Dann ist

1 falls Iy ganz in B

i _
Ilglkxb(l’) {O sonst.

1 falls I, N B nicht leer

0 sonst.

sup xp(z) = {

€l
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SN
NN

P

AN

O(Z, x5) U(Z,x)

Fiir die zugehorigen Unter- bzw. Obersummen gilt
U(Z, xp) = Zm O =(Z xp) = Z it

wobei Y bzw. S=" iiber alle k mit I, C B bzw. mit I N B # @ erstreckt wird.
Die Darbouxschen Integrale

/ XB dl’, / XB dz
* B B

heilen innerer bzw. duferer Inhalt von B. Aus dem Riemannschen Integrabi-
litatskriterium folgt sofort:

Folgerung 13.20 FEine nichtleere beschrinkte Menge B C R™ ist genau dann
Jordan-messbar, wenn thr innerer und ihr duferer Inhalt tibereinstimmen. In

diesem Fuall ist .
|B|:/ XBd:B:/ Xpdz.
* B B

Beispiel: Sei B := {(z,y) e R? : 0 <z <1, 0 <y < 1, z rational}. Als
»Intervall® wihlen wir z.B. das Quadrat [0, 1] x [0, 1].

Dann ist fiir jede Zerlegung Z von [0,1] x [0,1] klar, 1

dass U(Z,xB) = 0, O(Z,x5) = 1. Also ist der innere

Inhalt von B gleich 0 und der &uflere gleich 1. B ist

also nicht Jordan-messbar, und wir schreiben B keinen

Flacheninhalt zu 0 1

Eine Anwendung des Lebesgueschen Integrabilitdtskriteriums liefert sofort

Satz 13.21 FEine nichtleere beschrdnkte Menge B C R™ st genau dann Jordan-
messbar, wenn thr Rand 0S) eine Nullmenge ist.
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Beweis Nach Definition und dem Lebesgueschen Kriterium ist B genau dann
Jordan-messbar, wenn die Menge der Unstetigkeitsstellen vor xp eine Nullmenge
ist. Man macht sich leicht klar, dass xp genau dann in x € R™ unstetig ist, wenn
x ein Randpunkt von {2 ist. [

Satz 13.22 (Allgemeines Lebesguesches Integrabilitdtskriterium)  Sei
B C R™ nichtleer und beschrdnkt, und B sei Jordan-messbar. Eine Funktion f :
B — R ist genau dann auf B Riemann-integrierbar, wenn sie auf B beschrdnkt
und fast tberall stetig ist.

Beweis Sei I C R" ein Intervall mit B C I. Sei f auf B Riemann-integrierbar.
Dann ist fp auf I Riemann-integrierbar. Nach Satz 13.10 ist fp beschrinkt und
fast iiberall stetig auf I. Dann ist f auch beschrinkt und fast iiberall stetig auf
B. Ist umgekehrt f beschrankt und fast {iberall stetig auf B, so ist fp beschrankt
auf /, und fir die Menge der Unstetigkeitsstellen gilt: A(fg) € A(f)UIB. Nach
Satz 13.21 ist OB eine Nullmenge. Also ist A(fp) Nullmenge, d.h. fp ist auf I
integrierbar, und f ist auf B integrierbar. n

Folgerung 13.23 Stetige Funktionen auf kompakten und Jordan-messbaren Men-
gen sind dort Riemann-integrierbar.

Es ist nun klar, dass auch die Folgerungen 13.11 — 13.14 entsprechend fiir Integrale
iiber Jordan-messbare Mengen gelten.

Wir iiberlegen uns nun, wie das Integral bei fester Funktion f vom Integrations-
bereich abhéngt. Dazu vereinbaren wir:

/@fdxzo.

Aus Satz 13.21 bzw. dem Lebesgueschen Integrabilitatskriterium folgt sofort: Sind
A und B Jordan-messbar, so sind auch AU B, AN B und A\ B Jordan-messbar
(die Rénder dieser Mengen liegen in A U 9B und sind folglich Nullmengen).
Weiter: Ist f auf einer Jordan-messbaren Menge B integrierbar, so ist f auch auf
jeder Jordan-messbaren Teilmenge von B integrierbar.

Satz 13.24 Seien A, B C R" Jordan-messbar und f auf A und B Riemann-
integrierbar. Dann gilt:

fdr+ fda:—/fdx—l—/fdx.
AUB ANB A B

Beweis Die Existenz aller Integrale folgt aus den Vorbemerkungen. Wir zeigen
die Behauptung zuerst im Fall AN B = () und wéhlen dazu ein Intervall I C R"
mit AU B C . Dann ist

/Afdx—l—/dex = /IfAdx—i-/Idex:/I(fA—f‘fB)dx

= /fAUB dr = fdx. (13.3)
I AUB
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Im Fall AN B # () schreiben wir A, B und A U B als Vereinigung paarweise
disjunkter Intervalle

A= (ANB)U(A\B), B=(ANB)U(B\A), AUB = (ANB)U(A\B)U(B\A)

und erhalten durch wiederholte Anwendung von (13.3)

/fdx+/fdx = fdx+/ fdx fdx+ fdx
A B ANB A\B B\A ANB
= fdx+ fdz. ]

AUB ANB

Folgerung 13.25 Fiir Jordan-messbare Mengen A, B gilt
|AUB|+|ANB| =4+ |B|.
Folgerung 13.26 Fiir Jordan-messbare Mengen A, B mit A C B gilt |A| < |B).

Beweis Auf jedem Intervall I mit B C I gilt x4 < xp und daher

\A|:/dx:/XAdx§/Xde:/dx:|B\. n
A I I B

Wir sagen, dass sich zwei Jordan-messbare Mengen A, B nicht tberlappen, wenn
sie nur Randpunkte gemeinsam haben, d.h. wenn AN B C 0A U 0B.

Satz 13.27 Seien A, B sich nicht tiberlappende Jordan-messbare Mengen, und
sei f auf A und B Riemann-integrierbar. Dann ist

AUdex:/Afdx+/dex.

Beweis Nach Satz 13.24 geniigt es zu zeigen, dass fAmB fdx = 0. Da auflerdem
gilt:

[ fas| <l lan Bl
ANB

geniigt es zu zeigen, dass [AN B| =0. Da ANB C 0AU 0B, und da 0A, 0B
kompakte Nullmengen sind, folgt diese Aussage aus der folgenden Behauptung:

Jede kompakte Nullmenge N ist Jordan-messbar und besitzt den Jordan-
Inhalt 0.

Wir beweisen diese Behauptung. Fiir jedes € > 0 gibt es eine Uberdeckung von
N durch abzdhlbar viele offene Intervalle Iy, I, ... mit |I1]| 4+ |I5] + ... < e. Da
N kompakt ist, iiberdecken bereits endlich viele dieser Intervalle Iy,..., [, die
Menge N, und es gilt |I1| + ...+ |I,| < €. Da auch ON von diesen Intervallen
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iiberdeckt wird, ist N Nullmenge und daher N Jordan-messbar. Fiir den Inhalt
von N erhalten wir aus Folgerung 13.26:

INI < ULl D1l <,
=1 =1

also ist |N| < e fiir jedes € > 0 und folglich |N| = 0. n

Folgerung 13.28 Fiir nicht diberlappende Jordan-messbare Mengen A, B gilt
|AU B| = |A| + |B|.

Man kann auch leicht die Umkehrung zur im Beweis von Satz 13.27 formulierten
Behauptung beweisen: Jede Jordan-messbare Menge mit Inhalt 0 ist Nullmenge.

Folgerung 13.29 Eine beschrinkte Menge B C R"™ st genau dann Jordan-
messbar, wenn ithr Rand Jordan-messbar ist und den Inhalt O hat.

Beweis 0B ist kompakt, und kompakte Mengen sind genau dann Nullmengen,
wenn sie Jordan-messbar sind und den Inhalt 0 besitzen. n

Wir haben nun schon so viel iiber Jordan-messbare Mengen erfahren, wissen aber
immer noch nicht, ob so einfache Mengen wie ein Kreis im R? oder eine Kugel
im R? Jordan-messbar sind. Auf Grund von Folgerung 13.29 benétigen wir noch
Kriterien dafiir, dass eine beschriankte Menge Jordan-messbar ist und den Jordan-
Inhalt 0 besitzt. Solche Mengen nennen wir auch Jordansche Nullmengen. Wir
geben zwei solcher Kriterien an.

Satz 13.30 Sei B C R™ Jordan-messbar und f : B — R Riemann-integrierbar.
Dann ist der Graph von f, d.h. die Menge

G(f) = {(z,y) ER" xR : € B,y = f(z)},
eine Jordansche Nullmenge im R™ 1,

Beweis Sei I C R” ein Intervall, welches B umfafit, und f sei die Einschrinkung
von fp auf I. Nach dem Riemannschen Integrabilitdtskriterium gibt es fiir jedes
e > 0 eine Zerlegung Z von I mit O(Z, f)—U(Z, f) < . Damit haben wir sofort
eine Uberdeckung von G( ) durch endlich viele Intervalle mit einer Inhaltssumme

< e. Wegen G(f) € G(f) gilt dies erst recht fiir G(f), und da € > 0 beliebig war,
folgt die Behauptung.
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R
a(f)
=== (2,1~ U(Z. 1)
I
n
Beispiel Nun konnen wir endlich beweisen, dass Kreise, Kugeln, ... Jordan-

messbar sind. Zunéchst ist [—1,1] C R! Jordan-messbar (Intervall). Auf [—1,1]
sind die Funktionen f*(x) := /1 — 22 und f~(z) = —V/1 — 2 stetig und folglich
Riemann-integrierbar. Nach Satz 13.30 sind die Graphen

G(fY) ={(z,y) eR*:z € [-1,1],y = £V1 — 22}

Jordansche Nullmengen. Wegen G(fT) UG(f7) = {(z,y) : 22 + y* = 1} ist die
Einheitskreislinie im R? eine Jordansche Nullmenge. Folgerung 13.29 zeigt, dass
dann der Einheitskreis By := {(z,y) € R?* : 22 + y? < 1} Jordan-messbar ist.
Analog betrachten wir auf der (nun als Jordan-messbar erkannten) Menge B, die

Funktionen
g (x,y) =£V/1—a?—y?: B, —» R

und erhalten wie oben, dass die Oberfliche der Einheitskugel im R? eine Jordan-
sche Nullmenge und damit die Einheitskugel selbst Jordan-messbar ist. Durch
vollsténdige Induktion iibertragt man dieses Resultat sofort auf Kugeln im R”. m

Satz 13.31 Sei N C R" eine Jordansche Nullmenge und f : N — R™ eine
Lipschitz-stetige Funktion. Falls m > n, so ist f(N) C R™ eine Jordansche
Nullmenge.

Lipschitz-stetige Funktionen iiberfiihren also Jordansche Nullmengen in Jordan-
sche Nullmengen. Im folgenden Beweis von Satz 13.31 ist es bequem, mit Wiirfeln
statt mit Intervallen zu arbeiten. Ein Intervall [ay, b1] X ... X [an, b,] € R™ heifit
Wiirfel, wenn by — a; = by —ay = ... = b, — a,. Die Zahl b; — a; heiit dann
Kantenlinge des Wiirfels. Man kann Wiirfel im R" als Kugeln beziiglich der Ma-
Ximumnorm
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1,0l = [
betrachten: Fiir jeden Vektor xy, € R™ und To
jedes r > 0 ist < ,

2r
I'={zeR": ||z —zo||oc <7} -

der Wiirfel mit Mittelpunkt xy und achsenparallelen Kanten der Lénge 2r. Man
iiberlegt sich leicht, dass sich jede Jordansche Nullmenge im R™ fiir jedes € > 0
durch endlich viele Wiirfel 4, ..., I,, mit gleicher Kantenlinge und mit Y |[;| < ¢
tiberdecken 148t (genauer: Heuser, Analysis II, S. 462).

Beweis von Satz 13.31 Da sich Wiirfel bequem mit der Maximumnorm be-
schreiben lassen, arbeiten wir sowohl in R™ als auch in R™ mit Norm ||-||.. Nach
Voraussetzung gibt es ein L > 0, so dass

l9(x) = 9(W)llee < Lz —ylloo  fiir alle 2,y € N.

(Die Lipschitz-Stetigkeit einer Funktion ist unabhéngig von der gewéhlten Norm.
Die Lipschitz-Konstante L héngt dagegen sehr wohl von der Norm ab.) Fiir be-
liebig vorgegebenes € > 0 iiberdecken wir N durch die & Wiirfel

L={zeR": ||z =&l <r}, i=1,...,k

mit den Mittelpunkten & und der Kantenlinge 2r < 1 so, dass Zle || =
k(2r)" <e. Da N = (NNT), ist g(N) =", g(NNU;) (/7 Ubung).

Aus jeder Menge N N I; wihlen wir einen festen Punkt n;. Fiir jedes z € N N I;
ist dann

[ = nilloo < Nl = &illoo + 116 = milloo < 27,
woraus mit der Lipschitz-Stetigkeit von ¢ folgt:

lg(x) — g(n:)llco < Lilz — milloe < 2rL.

Folglich ist g(N N ;) enthalten im Wiirfel mit Mittelpunkt g(n;) und mit der
Kantenldnge 4rL. Die Menge g(N) kann also durch k& Wiirfel iiberdeckt werden,
fiir deren Inhaltssumme gilt:

k(4rL)™ = k- (2r)"(2r) " (4rL)™ = L™(2r)" 2™ - k(2r)" < (2L)"¢

(beachte: 2r < 1, m —n > 0). Also ist g(N) eine Jordansche Nullmenge. n
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13.5 Inhalt von Ordinatenmengen

Nachdem wir nun wissen, dass Kreise im R? Jordan-messbar sind, méchten wir
nun auch den Flacheninhalt von Kreisen berechnen. Allgemeiner geht es darum,
Jordan-Inhalte so genannter Ordinatenmengen zu bestimmen. Die Ordinaten-
menge M(f) einer Funktion f: R™ D B — RT ist die Menge

M(f) ={(z,y) eR"xR: z€ B, 0<y< f(x)}.

Graph von f

Im Fall B = [a,b] C R! haben wir als Fliicheninhalt von M (f) definiert:

b
Inhalt von M(f) ::/ f(x)dx.

Wir zeigen nun, dass der so definierte Fléacheninhalt mit dem Jordanschen Inhalt
von M (f) iibereinstimmt.

Satz 13.32 Sei B C R" Jordan-messbar, f : B — R Riemann-integrierbar und
f >0. Dann ist die Menge M(f) C R™™! Jordan-messbar, und es gilt

M(f)] = /dea:.

Beweis Wir beweisen zuerst die Jordan-Messbarkeit von M(f). Dazu miissen
wir zeigen, dass OM (f) eine Nullmenge im R™*! ist.

Sei S := sup,cp f(x). Ein Punkt (z,y) € R® x R liegt sicher im Inneren von
M(f), wenn x im Inneren von B liegt, 0 < y < f(z) ist, und f in = stetig ist.
Also ist M (f) sicher in der Vereinigung der folgenden Mengen enthalten:

Ay = {(2,0): z € B},

Ay = {(z, f(z)): =z € B},

As = {(z,y): € 0B, 0<y < S},

Ay {(z,y) : = € B, f in x unstetig, 0<y < S}.
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Wir zeigen, dass jede dieser Mengen eine Nullmenge ist. A; ist Teil der Hyper-
ebene {(z,y) : = € R"} und hat daher den Jordan-Inhalt 0 (vgl. das Beispiel
aus Abschnitt 13.2.2). Ay ist der Graph von f und hat nach Satz 13.30 den
Jordan-Inhalt 0. Fiir A3 geben wir uns ein € > 0 vor und iiberdecken 9B durch
die n-dimensionalen Intervalle [y, ... mit der Inhaltssumme ) |I;| < ¢/S. Dann
tiberdecken die (n + 1)-dimensionalen Intervalle I; x [0, 5], Iy x [0,5], ... die
Menge Aj, und fiir deren Inhaltssumme gilt: > |I; x [0,S5]| <€/S5-S = e. Da die
Menge der Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge ist, konnen wir auf analoge
Weise zeigen, dass auch A, Nullmenge ist. Damit ist die Jordan-Messbarkeit von
M (f) klar.

Fiir die Inhaltsformel sei I ein Intervall, welches B umfasst. Dann liegt M (f) im
Intervall I x [0, S], und es gilt nach Fubini:

IM(f)| = /IX[OS} Xum(p) d(z,y) Z/IS (AXM(f)(x,y)dy)dx

_ /l(/OfB(x)ldy)dx:/IfB(x)dx:/dem. .

Offenbar gilt auch die folgende Verallgemeinerung von Satz 13.32.

Satz 13.33 Seien B C R™ Jordan-messbar und fi, fo : B — R Riemann-inte-
grierbar, und sei fi(x) < fo(x) fir alle x € B. Dann ist die Menge

M(f1, f2) ={(z,y) e R"xR: v € B, fi(z) <y < folr)}

Jordan-messbar, und es ist

Ml = [ (2= o
Beispiel Seien (z9,y0) € R?, r > 0 sowie B = [zg — 7, xg + 7], und sei

) =Y — \/7’2 (r —x0)2,  fo() =90+ V1? — (. — 20)%

Dann ist M ( f1, f2) die Kreisscheibe mit Mittelpunkt (z¢,yo) und Radius r. Fiir
ihren Inhalt finden wir

zo+r
|M(f1, )] = 2 VT2 — m—x02dx_2/ V2 — 2 dt

xro—"Tr

= 2[%+\/ —t2—|—§7“ arcsm%]

:71'7“2‘ u

s

13.6 Integration iiber Normalbereiche

Unter einem Normalbereich bzgl. der x-Achse versteht man eine Menge B C R?
der Gestalt

B={(r,y) €R*: a<z<b ¢o1(x) <y < po(x)}, (13.4)
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wobel @1, ¢y stetige Funktionen auf [a,b] mit ¢1(x) < po(x) fir alle z € [a,b]
sind.

Satz 13.34 Sei B wie in (13.4) und f: B — R stetig. Dann ist
Y

P2
-

[ raw=[ ( / fj)ﬂx,y)dy)dx. )

| |
T T
a b T

Beweis Sei I := [a, b] x [m, M] ein Rechteck, welches B umfafit. Nach Fubini ist

b M
/B Fa,y) d(z, y) — / / foly)dedy. P
a m /\/_\

Fiir jedes feste x € [a, b] ist offenbar

M () ol m ei(x) wa(r) M
/ fB(l’,y)dyz/ " flz,y)dy. =
m w1(x

Analog heifit

B:={(z,y) eR*: c <y <d,v(y) <z <a(y)}

ein Normalbereich beziiglich der y-Achse, und es gilt

d  py2(y) c |
/B F(e,y) d(z.y) = / / Sy x

Ganz ahnlich erklidrt man Normalbereiche im R3.

Sei By := [a,b]. Auf By sind stetige Funktionen ¢y, gegeben mit ¢ (z) < ¥(z)
fir alle z € By. Dann sei

By :={(z,y) : 2 € By, p1(v) <y < ¢(x)} C R

Auf B; sind stetige Funktionen oo, 19 gegeben mit po(x,y) < ¥o(x,y) fir alle
(x,y) € By. Dann ist

By :={(2,,2) : (1,9) € Ba, ga(w,y) < 2z < o(w,)} C R?
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ein Normalbereich in R3, und es gilt
b)) pa(zy)
fag ey = [ [ [ feys) ddyds
Bs a Joi(z) Jea(z,y)

Beispiel Ein Kreiskegel mit Radius R und Héhe h ist ein Normalbereich im R3.
Wir haben etwa

Bl = [_R7 R]7

By = {(x,y):2€[-R,R, VR —2® <y < VI — %)
(= Grundfliiche des Kegels),

h
B3 = {(9571%2) : (l‘7y) 63270§2§h_§\/l‘2+92}.

(Beachte: (x,y) hat von (0,0) den Abstand r := /22 +y2.) Die Lénge ¢ der
gestrichelten Strecke ist nach dem Strahlensatz

hR — hr h
h: R=1/: — bzw. = —— =h — — .
R (R—r) bzw 7 Rr

Fiir das Volumen dieses Kegels finden wir daher

VRZ—z2 h—f a:2+y
V= / / / / dz dy dx
VRZ —z2

=/R/W(h—EM)dydx

,R R27CC2
R hry VRZ=22

— o 2 2

—/_R<hy R<2 x?+ 92 + lny+\/x + 12 )>‘_mda:
R Qh 2 2

_ (Qh\/R2—x2—h\/R2—x2—x A VE x)da:
_R 2R R—+vR2— 2

R 2 2
— 2 (\/32—;52—:”—1 R v - )
0 2R R — \/R2—x2
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Wir substituieren x = Rsint, dx = R costdt und erhalten

/2 R 1 t
V = 2h/ (Rcost—gsin%lnﬂ)}?costdt
0

1 —cost
/2 1 1 t
= 2hR? / cos’t — —sin®tcostln - cost dt
0 2 1 —cost
Das Integral sin? t cos t In % kann durch partielle Integration bestimmt werden

(der Faktor sin® ¢ cos ¢ wird integriert und liefert § sin®¢, der Faktor In 7% wird
differenziert und ergibt ﬁ) Eingesetzt findet man schliellich

T 1 1+cost|m/2 2 [™?
vzth2(———'3 In - 990 ——/ in2 d)
46" P Teostlo 6 J, S de )
also
1 2
V:§7th. n

13.7 Die Substitutionsregel

Nach dieser aufwiandigen Rechnung fiir ein elementares Resultat fragt man sich,
ob man nicht von vornherein die Rechnung hétte vereinfachen kénnen durch eine
andere Beschreibung des Kegels, etwa in Zylinderkoordinaten (die Substitutions-
regel haben wir ja ohnehin verwenden miissen). Beschreiben wir die Grundflidche
in Polarkoordinaten, so wird der Kegel offenbar beschrieben durch

{(r,p,2): re€[0,R], p €[0,2n], z € [0,h — %T]},

was eine wesentlich einfachere Integration erwarten 1a8t. Problem: Wie haben wir
im Integral [, f(x,y,2)d(x,y,z) den Ausdruck d(x, y, z) zu transformieren, wenn
wir von (z,¥, z) zu neuen Koordinaten, etwa r, p und z, iibergehen?

A Motivation. Zu berechnen ist das Integral

/B f(@,y) d(z,y)

iiber einem Bereich B C R2, versehen mit z,y-Koordinaten. Die Substitution
x = p(u,v), y := ¥(u,v) fithrt neue Verdnderliche ein. Durch diese Substitution
werde ein Bereich B’ C R? mit Koordinaten u,v (wir sagen auch: ein Bereich der
uv-Ebene) injektiv auf B abgebildet; genauer: die Abbildung

oo (o) e = (G00)
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ist Bijektion von B’ auf B. Diese Abbildung iibersetzt ein Rechtecknetz iiber B’
in ein ,krummliniges Netz“ {iber B:

v Y

N

0 U 0 T

Wir sehen uns genauer an, wie das schraffierte Rechteck in der uv-Ebene auf das
,krummlinige* Parallelogramm (ebenfalls schraffiert) in der zy-Ebene abgebildet
wird:

(u]- + Au]-, v + A’Uk§7

(@
(u]‘ , Vi + A’Uk) (Uj + Auj, v + Avk) 1#(”; * i Uk Uk)

(e(ug,vi + A’ngw
P(uj, v + Avg) (p(uj + Auy,vg),

g Y(uj + Auy, vg))
—

(uj,vk) Au]' (uj +A’U,j71)k)
(o (ug, vi), ¥ (uj, vi))

Der Flicheninhalt dieses Rechtecks (wie er in der Definition des Riemann-Integrals
iber B’ auftritt) ist Au;Av,. Um den Flacheninhalt des , krummlinigen“ Paralle-
logramms zu berechnen, nehmen wir an, dass Au; und Awvy, so klein sind, dass das
,krumme* Parallelogramm fast ein echtes Parallelogramm ist. Fiir den Fléchen-

inhalt eines Parallelogramms mit den Eckpunkten (z1,v1), ..., (z4,v4) gilt
(3,93)
(z4,ya)
(z2,y2)
(w1,91)
Flache = ’(1’2 — I1)<y4 - yl) - (ZL’4 - Il)(yQ - y1)| (135)

Dies 148t sich leicht ableiten, indem man z.B. von der unten gezeichneten Recht-
eckfldche die schraffierten Dreiecksflachen subtrahiert:
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(@4, Ya)

Ys — Y2
Yas — %1
\\ (22, 2)
Y2 — Y1
(xlayl)
T — T4 To — X1

1
3 Parallelogrammfléche = Fliache des weiflen Dreiecks

1

= (ya — y1) (22 — 1) + (21 — 24)) — 5(92 —y1) (72 — 71)

- %(fcl — 24)(Ya — y1) — %(ZM — y2) (w2 — 24).

Mit Hilfe von Determinanten 1a8t sich (13.5) schreiben als

det Tog —T1 T4 — X1
Y=Y Ya— W
Die Fliache unseres , krummen® Parallelogramms ist also ungefahr gleich

det <90(Uj + Aug,vy) — @(ug,vp)  @(uy, vp + Avg) — @(uy, Un)> ’
Yy + Aug, o) — P(ug, vp)  Y(uy,vp + Avg) — P(uj o) )|

Fiir kleines Au; ist weiter

Flache =

0
p(u; + Auy, o) — @(uy, vp) = a—i(uj, k) - Au,.

Der Ausdruck (13.4) ist daher ungefiahr gleich
2—“3(%, Uk) 2—:‘5(uj, Uk)
det 0 o
B (g k) Gy (u, 0k)

Die hier stehende Matrix ist aber nichts anderes als die Jacobi-Matrix von g an
der Stelle (u;,vx). Mit anderen Worten: (13.4) ist etwa gleich

|det ¢’ (uj, vg)| - Auj Avy.

Auj Avy,.

Wir erwarten daher die Naherungsgleichung
/ Flay)d(z,y) = Y f (e, v0), 9 (ug, o)) [det g’ (g, vi)| Awy Avy
B I

und hieraus die Substitutionsregel

[ i) = [ 1) vl 0) [detg' (o) du.o).

Es zeigt sich, dass die hier ,,abgeleitete” Formel unter entsprechenden Vorausset-
zungen tatsichlich gilt und dass sie auch auf Funktionen mehrerer Veranderlicher
verallgemeinert werden kann.
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B Determinanten und Volumina von Parallelepipeden. Mit der Deter-
minanten einer 3x3-Matrix

a11 a1z ais
det | agy a2 ags = (11022033 + Q12023031 + 13021032
31 daz2 ass
— (13022031 — 412021033 — 411023032

kann man das Volumen eines Parallelepipeds im R? beschreiben:

(T4, Y4, 2a) I

(1’27 Y2, 22)

Tg —T1 T3 —T1 T4— 1

V=ldet | va—v1 ¥ys—y1 Ys—0
290 —Z1 23— 21 24— 21

(3717 Y1, Zl)

Die Determinante einer nxn-Matrix wird z.B. rekursiv definiert. Sei A = (a;;)} ;-
eine nxn-Matrix, und A;; sei die (n —1)x(n —1)-Matrix, die aus A durch Strei-

chen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht. Dann definiert man:
det A = a1 det A11 — a1 det A12 + a3 det Alg + ...+ (—1)"_1a1n det Aln-

Die Determinante einer nxn—Matrix steht wie oben in engem Zusammenhang
zum Volumen eines Parallelepipeds im R™.

C Der allgemeine Substitutionssatz

Satz 13.35 Sei G C R" offen, und g : R™ — R" sei injektiv und stetig differen-
zierbar. Die Determinante det ¢'(t) sei auf G entweder tberall positiv oder iberall
negativ. Weiter ser T eine kompakte und Jordan-messbare Teilmenge von G, und
f sei eine auf g(T') stetige reellwertige Funktion. Dann ist g(T') Jordan-messbar,
f auf g(T") Riemann-integrierbar, und es gilt

F(@)dz = / Fg(t) | det ¢/ (2)] dt. (13.6)
9(T) T

Die Formel (13.6) gilt auch dann noch, wenn — entgegen den obigen Vorausset-
zungen — die Determinante det ¢'(t) auf einer Teilmenge N von T wverschwindet
oder wenn g|y auf einer Teilmenge N wvon T nicht injektiv ist, sofern N den
Jordan-Inhalt 0 hat.
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Der Beweis kann z.B. mit vollstdndiger Induktion nach n erfolgen, ist aber recht
aufwindig (vgl. Heuser, S. 475-485).

D Beispiele: Transformation auf Polar-, Zylinder- und Kugelkoordina-
ten

Polarkoordinaten  Der Zusammenhang
zwischen den kartesischen Koordinaten (x, y)
und den Polarkoordinaten (r, ) eines Punk- .
tes im R? ist gegeben durch Y
T =Trcosyp, Y=rsne. 90\
0 x

Ein Integral gemafl Satz 13.35 auf Polarkoordinaten zu transformieren heifit die

Substitution
T T COS
=g(r,o)=1{ .
Y rsin g

cos —7rsin
g(r,e) = ( 1 (p)

siny  rcose

vorzunehmen. Es ist

und
det ¢'(r, p) = cos p - 1 cos p — (—7rsin @) sin p = r(cos® ¢ + sin ) = 7.
Fiir r > 0 ist also det ¢'(r, ¢) stets positiv. Weiter ist klar, dass g den Bereich
{(ryp):r>0,0<¢p<2r}
injektiv auf R*\{0} abbildet und dass g insbesondere auf dem Gebiet
G:={(r,p): r>0,0<¢p<2r}
injektiv ist. Auf diesem Gebiet konnen wir also Satz 13.35 anwenden, und es folgt:

Folgerung 13.36 Ist B = g(T'), wobei T C G kompakt und Jordan-messbar ist,
so kann [ f(x,y)d(x,y) auf Polarkoordinaten transformiert werden, und es gilt

/Bf(a:,y)d(x,y):/Tf(rcosap,rsingp)rd(r,go). (13.7)
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Ist beispielsweise T' ein Rechteck in G, so ist B = ¢(T') ein Kreisring, und wir
haben nach Fubini

/Bf(:c,y)d(a:,y):/ 2/2f(rcosg0,rsingo)7’drd<p. (13.8)

® Y
P2t B
T N
/ng \\

P14+ ¢:2 gpl \\

1l 1l | I

T T I T
0 r1 T9 r 0 T To z

In der Praxis ist T" héufig ein Rechteck, welches im Streifen
{(r,p):r 20, 0<¢p<2n}

liegt und Teile des Randes dieses Streifens enthélt. Wir iiberlegen uns, dass die
Formel (13.8) auch in diesem Fall noch gilt. Dazu sei

T:{<T790>:O§TSR, 0§§0§27T},
und 7" C T sei ein Rechteck der Gestalt
T'={(r¢):o<r<R o1 <o <@} mite>0und0 < g << 2T

2
P2t
T/
Y1l
0 b R r
Auf T" gilt (13.8), d.h. es ist
f(z,y)d(z,y) = [ f(rcosep,rsing)rd(r, o),
g(T") T
und aus
/ f(rcosp,rsinp)rd(r, ) — f(rcosp,rsinp)rd(r, )
T T
= f(rcos @, rsinp)rd(r, go)‘
VAV
< sup|f(rcosy,rsinp)r| - |[T\T'|
T?‘p
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folgt, dass [, f(rcos @, rsinp)rd(r,¢) gegen [ f(rcosp,rsing)rd(r,¢) strebt,
wenn 9 — 0, p; — 0 und @y — 27. Zusammengefasst:

Folgerung 13.37 Ist T ein Rechteck [ri,rs] X [p1,¢2] mit 0 < r; < 1y und
0 < <y <2m, und ist f auf g(T') = B stetig, so gilt (13.8).

Y

Anwendung: Sei B C R? die

Menge aller Punkte (7, ¢) mit 0 < B

r < o(p) und @1 < @ < o, WO-

bei o auf [p1, @] stetig und posi-

tiv sei. Dann ist der Inhalt von B =
gleich

P2

w2 rr(e) P2 2
\B[—/ld(x,y)—/ / rdv"dgo—/ re) dep. n
B P1 0 P1 2

z

Zylinderkoordinaten Die Zylin-
derkoordinaten (7, ¢, z) eines Punk-
tes P € R3 mit kartesischen Koordi-
naten (z,y, z) sind:

T=Tcosp, y=rsiny, z = z. o

Fiir die Substitution

7 COS

=g(r,p,z) = | rsinep gilt
z

IS

cosp —rsing 0
det g'(r,p,2z) =det [ sinp rcose 0] =r.
0 0 1

Ahnlich wie bei Polarkoordinaten sicht man, dass die Substitutionsformel
[ faadw ) = [ freosprsingrdrie) (139
B T
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sicher immer dann gilt, wenn 7' eine kompakte und Jordan-messbare Teilmenge
des Gebietes

G={(r,p,z):r>0,0<p<2m,—00< 2z <00}
und B = ¢(T) ist. Die Formel (13.9) gilt aber auch dann noch, wenn 7" ein Quader
T = (r1,72) X (p1,p2) X (21,22) mit 0 <71 < 79,0 < o1 < o <27

ist. In diesem speziellen Fall geht (13.9) {iber in

/f($7y7 (x,y,z / / / flreosp,rsing,r)rdrdpdz.
b

Kugelkoordinaten Der Zusammenhang zwischen den Kugelkoordinaten (r, 9, )
und den kartesischen Koordinaten (x,y, z) eines Punktes P € R? wird hergestellt
durch

xr=rcosdcosp, y=rcos¥sing, z=rsindv;
dabeiist 7 > 0, =5 <9 < 7,0 < ¢ < 2m.

\ f
s ! y z =rsind

§ a

0 r cos ¥ T,y

T

Fiir die Substitution

x r cos ¥ cos ¢
y | =g(r,d,¢)= | rcosdsiny
z rsin v
findet man
cost¥cosp —rsindcosy —rcosvsinp
det g'(r,9,¢) = det [ cos¥singp —rsindsing rcosdcosyp | = —r?cosd.

sin rcost 0

Diese Determinante ist stets negativ, wenn r > 0 und —7/2 < ¥ < 7/2. Wie
oben gilt fiir stetiges f die Transformationsformel

/f(a:,y,z)d(a:,y,z):/f(rcosﬁcosgo,rcosﬁsingp,rsinﬁ)rzcosﬁd(r,ﬂ,gp),
B T
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wenn B = g(T') und T kompakte und Jordan-messbare Teilmenge von
T T
G:{(T,ﬁ,go):r>0,—§<19< §,O<g0<27r}
ist. Diese Formel gilt auch dann noch, wenn

T = [ry,re] X [91,92] X [¢1, o]

mit 0 <7 <71y, —5 < < U < Fund 0 < 1 < gy < 27 ist. Insbesondere ist
dann nach Fubini

[ fa)dey. 2
B
w2 U2 pre
:/ / / f(rcos v cos @, r cos i sin p, rsin ) r? cos ¥ drdidep.
w1 JY1 I

Beispiel (Volumen einer Kugel)
Die Kugel B mit Mittelpunkt (0,0,0) und Radius R ist das Bild des Quaders

T =0, R] x [_gg] % [0, 27]

unter der oben beschriebenen Transformation. Wir finden daher

2m pw/2 R
V:/d(x,y,z) = / / / r? cos ¥ drdddy
B 0 —7/2J0

2 /2 PR3

= / / R—cosﬁdﬁdcp
0 —7/2 3
o R3 /2 2 n 4

= /0 %sinﬁ do = gR?’/O dp = §7TR3' ]

Man vergleiche diese Rechnung mit der mithsamen Herleitung der Formel fiir das
Kegelvolumen in Abschnitt 13.6.

—7/2
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