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1. Tutorium

Gruppeniibung

G 1 Funktionenfolge
Sei g : R — R eine stetige Funktion. Der Abschlufy

supp(g) :=={zx € R: g(z) # 0}

in R der Menge {x € R: g(x) # 0} heiit Triger von g.
Sei nun g : R — R eine Funktion mit kompaktem Triger. (Die Menge supp(g) ist also eine
abgeschlossene, beschriankte Menge.) Sei { gy, }nen die Funktionenfolge mit
gn R =R, z+— g(x+n).
1. Zeige, dal die Funktionenfolge punktweise konvergiert und bestimme die Grenzfunkti-
on.
2. Fiir welche Funktionen g liegt gleichméfiige Konvergenz von {g, }nen vor?
G 2 ABELsches Kriterium fiir gleichmiflige Konvergenz
Wir wollen nun mit Hilfe partieller Summation den folgenden Satz beweisen:
Satz
Sei D C R. Seien {fn : D — R}ueny und {gn : D — R},en zwei Folgen von beschrinkten
Funktionen mit den folgenden Eigenschaften:
(i) >0 fn konvergiert gleichmiflig auf D.
(ii) Einer der folgenden Fdlle tritt ein:

(a) gn(s) < gnt1(s) fir allen € N und s € D,
(b) gn(8) > gns1(s) fir allen € N und s € D.
(11i) Es gibt eine Konstante M > 0 derart, daf$ |gn(s)| < M fiir alle n € N und s € D gilt.

Dann konvergiert die Reihe
oo
D> fugn
n=1

gleichmdflig auf D.

Wir werden nun den Satz in mehreren Schritten beweisen.
1. Setze f:=3 °7, fn und sei Fj, := ZI:LZI fn. Uberlege, daB ein N € N gibt, so daf
[Fi(s) — f(s)| <e/AM

fiir k > N gilt.



2. Zeige, daf

n—1
g
kz (El = F)gr+1 = 90) || < 77190 — gm
=m

fir n > m > N gilt. (Hier geht (ii) ein!)
3. Zeige, dafl

n
| ka:ng <eg fir n>m>N
k=m
gilt.
4. SchlieBe daraus, daB Y > | fngn gleichmiBig konvergiert.

G 3 (Anwendung des Abelschen Kriteriums fiir gleichmiflige Konvergenz)

Sei a > 0 und setze

r+n
hn . [07 CL] — R, xXr — (—l)nT

1. Zeige daB )>7 | hy, gleichméfBig konvergiert.
2. Fiir welche = € R konvergiert Y 7 |hy(2)]?

Partielle Summation
Sei D C R. Seien {f, : D — R} en und {g, : D — R}, en zwei Funktionenfolgen und setze
F, =>"}_, fx. Beweise fiir n > m > 1 die folgende Formel:

n n—1
> frgk = Fugn — Fo1gm — > Filger1 — gk)-
k=m k=m

Lésung:

n

S frgk = D (Fr— Fro1)gw
k=m

k=m
n n—1
= Y Fuk— Y, Figen
k=m k=m—1
n—1

- ann - Fm—lgm - Z Fk<gk+1 - gk)

k=m



