Analysis I fiir M, LaG und Ph, SS 2006
Tutorium 13, Losungsskizze

Konvexe Funktionen

Eine Funktion f: I — R auf einem Intervall I C R heifit konvex, wenn fiir alle x,y € [
und alle ¢ € [0, 1] die folgende Ungleichung gilt:

fltz+ 1 —t)y) < tf(z)+ (1 —-1t)f(y).

Aufgaben

T 46

Machen Sie sich klar, was diese Definition fiir den Graphen von f bedeutet.

[Halten Sie z und y fest und fassen Sie beide Seiten der Ungleichung als Funktionen von ¢ auf. |

T47

Léuft t durch das Intervall [0, 1], lduft x; :== tx + (1 — t)y von y nach z. Die linke
Seite der zu untersuchenden Ungleichung ist der Funktionswert von f an der Stelle
x4, die rechte Seite ist der Wert der Funktion

L I) - 1)
y—x
an der Stelle z;, deren Graph die Sekante durch (z, f(x)) und (y, f(y)) ist (Details

sofort!) Die Bedingung bedeutet also, dass zwischen x und y der Graph von f
unterhalb (im Sinne von <) der Sekanten verlduft. Details: Es ist

= H) e TW @ e {W @)
glz)) = fla)+ - (z—z) = f(z)+ g

= f@)+(fly) = f(2) - A =t) = tf(z) + (1 =) [f(y).

g:R—-R, 2z f(x) (z—x)

Zeigen Sie, dass die beiden Funktionen
fTR=R, z~ |z

und
g:R—-R, z—2?

konvex sind.

Gegeben x,y € R und t € [0,1] ist

fltz+ (1 —t)y) = [tz+(1—-t)y| < [ta[+|(1—1)y]
= tla|+ A=ty = tf(x)+ A -6)f(y).

Also ist f konvex. Weiter ist

gltz+ (1 —t)y) = (tr+ (1 -t)y)? = 22 +2t(1 — )ay + (1 — t)%y?
= t*(2® +y* — 2wy) + t(2zy — 2% + 97,
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somit

gtz + (L= t)y) = (tg(x) + (1 = t)g(y)) = t*(a* +y* — 2zy) +t(22y — y* — %)

~~

ta24(1—t)y?

= P —-t)(z—y)?* <0,

also wie benétigt g(tz + (1 —t)y) < tg(zx) + (1 —t)g(y).

Es sei f: I — R eine konvexe Funktion. Sind z,y € I mit = # y, so bezeichne
pr(z,y) die Steigung der Sekanten durch (z, f(x)) und (y, f(y)); es ist also

[) = f@)

pp(z,y) = -

Zeigen Sie, dass fir z,y,y’ € I mit x # y und = # ¢ gilt:
y<vy = pilzy) < ppla,y).
Die Funktion I \ {z} — R, y — puy(z,y) ist also monoton wachsend.

[Hinweis: Ist etwa y <y’ < z, so ist t := Zj%;’ €[0,1]] und ¢ =tz + (1 —t)y.]

1. Fall: Es sei y <y’ < x. Dann ist t := Z;—:g € [0,1] und y' =tx + (1 — t)y (wie im
Hinweis nahegelegt), somit wegen der Konvexitét von f

/ /

f) = S+ (1= 0y) < @)+ 1=0f) = T J@0)+ =" ().

Ziehen wir nun auf beiden Seiten f(x) ab und teilen durch y' —x (< 0), so erhalten

wir F) — f(z) - f(x) = f(y) _ fy) = f(=) .

y —x - T =y y—x
Also gilt wie gewtinscht ps(z,y'") > ps(z,y).

Der letzte Rechenschritt zeigt tibrigens, dass j1y symmetrisch ist, also
(Vo,y €la,b)) z#y = pr(zy) = pyly,z). (1)
Diese Beobachtung wird mehrfach von Nutzen sein.

2. Fall: Es sei # <y < y'. Dann ist t := J=7 € [0,1] und y = ty’ + (1 — t)z, somit
wegen der Konvexitit von f

/

fy) = fty + (1 —0)2) < tf@)+ 1 -0f2) = =2 r0)+ L= f(a).

y - y -z

Ziehen wir nun auf beiden Seiten f(x) ab und teilen durch y —z (> 0), so erhalten
wir
fly) = f@) o fly) — f@)
y—r = y-x
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Also gilt wie gewtinscht ps(z,y) < ps(z,y').

3. Fall: Isty < x <y, soist us(w,y) = pp(y, x) < ps(y, v') = pe',y) < pp(y', o) =
pr(x,y'), wobei die Symmetrie von iy benutzt wurde (siehe (1)) sowie Fall 1 und
Fall 2.

Es sei f: ]a,b[ — R eine konvexe Funktion und z € |a, b[. Weiter sei (z,)nen eine
monoton fallende Folge in |z, b[, die gegen x konvergiert.

(a) Zeigen Sie, dass die Folge (z,)nen der Sekantensteigungen

Zp = Mf<$7 xn)

gegen ein z € R konvergiert.
(b) Zeigen Sie, dass
fly) — f(=z)

lim ————~ = 2.
Y\ Yy—x

(c) Existiert auch der Grenzwert
y/x y—

Falls ja, stimmt dieser notwendig mit der rechtsseitigen Ableitung z iiberein ?

(a) Wéhle y € la, x[. Nach Aufgabe T48 ist die Folge (z,)neny monoton fallend und
durch pis(x, y) nach unten beschrénkt. Nach dem “Satz iiber monotone Konvergenz”
aus dem Skript ist die Folge (z,)nen also konvergent.

(b) Es sei (yn)nen eine Folge in |z, b] mit y,, — x. Gegeben € > 0 gibt es ein ng € N
derart, dass |z, — z| < ¢ fiir allen > ngy. Da y,, — x und x,, > z, gibt es einn; € N
derart, dass y,, < xp, fiir allen > ny und somit pp(x, yn) < pip(z, Tpy) = 2n, < 2+,
nach T48. Es ist jedoch

(VneN)  pp(z,yn) =2, (2)

wie wir gleich sehen werden. Also ist |pug(x,yn) — 2| < € fiir alle n > ny, und somit
gilt p¢(z,y,) — z, wie benotigt.

Den Beweis von (2) haben wie noch nachzutragen. Wére (2) falsch, so géibe es ein
m € N derart, dass pg(x,ym) < z. Da y,, > x und x, — x, existiert ein n € N
derart, dass x, < Y, und somit

Zn = /'Lf(xwrn) S Mf(xaym) )

nach T48. Da z < z,, folgt z < us(x,ym), was der Annahme ji¢(z, y,,) < z wider-
spricht. Also muss (2) doch wahr sein.
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(c) Analog sieht man, dass der Grenzwert lim, », (y;:j: @) existiert. Er stimmt im
Allgemeinen allerdings nicht mit z iiberein, wie das Beispiel

T wenn x > 0;
f:R—R, y'—>{ —2x wenn x <0

zeigt. Eine Skizze macht plausibel, dass der Graph dieser Funktion oberhalb aller
moglichen Sekanten liegt, die Funktion f also konvex ist (was man natiirlich auch
leicht dhnlich wie in T47 nachrechnen kann). An der Stelle x = 0 sind jedoch die
rechtsseitige und die linksseitige Ableitung voneinander verschieden, denn erstere
ist 1, letztere 2.

Es sei f: ]a,b[ — R eine differenzierbare konvexe Funktion.

(a) Sei x € la,b[. Zeigen Sie, dass puf(x,y) < f'(z) fir alle y € |a,z[ gilt, und
f'(x) < pyg(z,y) fir alle y € |z, b].

(b) SchlieBen Sie, dass f’ monoton wéchst.

T 51

(a) Sei zunéchst y € |a,z[. Wir wéhlen eine Folge (x,,)nen in |z, b] mit x,, — x. Da
y < Zp, ist nach T48 dann ps(x,y) < pg(x,x,) und somit wie gewiinscht

f(z) = lim JE) = @) lim Fln) = J@) lim pp(z,z,) > pp(e,y).

2—T z—X n—oo Tp — X n—oo

Sei nun y € |z, b]. Wir wéhlen eine Folge (z,)nen in |x,y[ mit x, — x. Da x,, < v,
ist nach T48 dann pg(x,x,) < ps(z,y) und somit wie gewiinscht

f(z) = lim JE) = @) lim Fln) = J@) lim pp(z,z,) < pp(z,y).

z—x zZ—X n—00 Ty — X n—00

(b) Es seien x,y € |a,b] mit x < y. Da ps(z,y) = f(y;:ic(z) = f(xiig(y) = sy, x),

liefern die zwei Ungleichungen aus Teil (a):
f'a) < ppry) = pely, ) < fy).

Sei schliefllich f: ]a,b[ — R eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung mono-
ton wéchst. Zeigen Sie, dass dann f konvex ist.

[Hinweis: Mittelwertsatz. |

Seien x,y € la,b[ und t € [0,1]. Ist t = 0 oder t = 1, so gilt f(tx + (1 —t)y) <
tf(z) + (1 —t)f(y) trivialerweise. Auch fiir v = y ist die Aussage trivial. Sei nun
also t € 0, 1[ und = # y. Wir diirfen annehmen, dass © < y (sonst vertauschen wir
x und y und ersetzen t durch 1 —t). Definieren wir x; := tx + (1 — t)y, so ist nun
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x < x; < y. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein £ € |z, x| sowie ein n € |x;,y|
derart, dass

J@) =10 _ e g SO =S

Ty — X Y — Ty

= f'(n).
Da & < n, ist per Voraussetzung f'(§) < f'(n), also

fw) = f@) . f) = fa)

Ty — I - Y — Ty

Daxy—x=(1—-t)(y—2z) undy — z; = t(y — x), folgt

f(ze) — f(x) < fy) — fx)
1—t - t '

Multiplikation mit t(1—t) und Auflésen nach f(x;) liefert f(xz;) < tf(x)+(1—t)f(y),
also

fllz+ (1 —=t)y) < tf(x)+ Q=) f(y).

Somit ist [ konvex.

Nach T50 und T51 ist eine differenzierbare Funktion f: Ja,b[ — R also genau dann
konvex, wenn f’ monoton wéchst.



