Analysis I fiir M, LaG und Ph, SS 2006
Tutorium 9, Losungsskizze

Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen

Wir haben die reellen Zahlen axiomatisch definiert (als einen vollstéindig angeordenten
Korper), wissen aber noch nicht, ob solche Kérper iiberhaupt existieren. In diesem Tuto-
rium holen wir dies nach und konstruieren explizit die reellen Zahlen aus den rationalen.

Hierzu betrachten wir auf dem angeordneten Korper Q die Abstandsfunktion

d:QX@_)Qu (C(],y)|—>|1[‘—y|

Da wir die reellen Zahlen noch nicht zur Verfiigung haben, haben wir hier statt R (wie
iiblich) Q als Wertebereich genommen. Dies stort aber nicht, und wir kénnen trotzdem von
konvergenten Folgen und Cauchy-Folgen in Q reden. Die reellen Zahlen werden schliefSlich
gewisse Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen in Q sein.

Hinweis: Die Konstruktion ist recht umfangreich, und wir erwarten nicht, dass Sie alle
Schritte durchfithren! Insbesondere die mit Sternchen versehenen Aufgabenteile sollten
Sie zwar durchlesen, aber nicht bearbeiten.

Aufgaben

T 30 (Voriiberlegungen zu Cauchy-Folgen).
Es seien (2,)neny und (Y, )neny Cauchy-Folgen in Q.

Zeigen Sie, dass (z,, + Yn)nen eine Cauchy-Folge ist.

Zeigen Sie, dass (x,,)nen beschriankt ist.

Zeigen Sie, dass (Z,Yn)nen eine Cauchy-Folge ist.

Zeigen Sie: Ist (z,)nen keine Nullfolge, so gibt es eine rationale Zahl ¢ > 0 und

ng € N derart, dass entweder

(Vn>mng) x,>¢

oder (Vn >ng) z, < —e¢.
(e) Zeigen Sie, dass fiir alle a,b € Q* gilt: a? — b ' =a"'(b—a)b™ "

(f) Zeigen Sie: Ist (zp,)nen keine Nullfolge und x,, # 0 fiir alle n € N, so ist mit
(2)nen auch (z,'),en eine Cauchy-Folge.

(a) Gegeben € > 0 gibt es N1, Ny € N derart, dass |, — x| < § fiir alle n,m > N,
und |y, — Ym| < § fiir alle n,m > Nj. Setze N := max{Ny, Ny }; dann gilt

(Vn,m > N) |z, — x| < g und |y, — Ym| < g
und somit fiir alle n,m > N:
€

19
(Zn + Yn) = (@m + Ym)| < |T0 — Tin| + [Yn — Um| < gt =¢
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Also ist (2, + Yn)nen eine Cauchy-Folge.

(b) Es gibt ein N € N derart, dass |z, — x| < 1 fiir alle n,m > N. Setze s :=

max{|zi|,...,|zn|} + 1. Dann gilt |z,| < s firn € {1,..., N} sowie fiirn > N:
|Tn| = |0 — 2y +2n] < |z —2n| + 28] < 1T+ |zn] < s.

Also ist |x,| < s fiir alle n € N und somit (x,,)nen beschrénkt.

(c) Nach (b) sind (2, )nen und (yy,)nen beschrankt, es gibt also ein s € |0, oo[ derart,

dass
(Vn eN) |z, <s und l|y,| <s.

Gegeben € > 0 gibt es ein N € N derart, dass

g g
v > N n— Tm| < 5= d n = Ym| < 7.

Dann gilt fiir alle n,m > N:
|xnyn - $mym| = |xnyn — TnlYm + TnYm — xmym| S |Inyn - xnym| + |xnym - xmym|

= 2ol Yn = Ym| + Yl - 20 — 2| < 5+ [yn — Y| + 5 [0 — Tni

€ £
< c— c— = .
S 9 + s 9 €

Also ist (2,Yn)nen eine Cauchy-Folge.

(d) Ist (z,)nen keine Nullfolge, so konvergiert (x,)n,en nicht gegen 0 und somit
existiert ein ' > 0 derart, dass

(Vng € N)(3n > ng) |z, — 0] > €. (1)
Setze € := % Da (z,)nen eine Cauchy-Folge ist, existiert ein ny € N derart, dass
|z, — x| < e fiir alle n,m > ng. Nach (1) existiert ein n > ngy derart, dass
|z,| > &' = 2¢. Sei etwa x, > 2¢ (den Fall x,, < —2¢ behandelt man analog). F'ir
alle m > ny ist wegen x,, — T, < |z, — x| < € dann wie erwiinscht

T = Tp— (T — X)) = Ty — Ty —Tp| > Ty —€ > 26— = €.
(e) Man multipliziert einfach aus und benutzt, dass a 'a =1 = bb~1.
(f) Da (xp,)nen keine Nullfolge ist, gibt es als Konsequenz aus (d) ein € > 0 und ein

ng € N derart, dass
(Vn >mng) |z, > €.

setze s := max{|z1|”,- -+ |z, }|,e7'}. Dann gilt
(VneN) |x,'| < s.

Gegeben € > 0 gibt es ein N € N derart, dass
éJ
(Vn,m > N) |z, —xn,| < =
Dann gilt fiir alle n,m > N:

-1
n

_ _ _ _ _ €
o = = oy @m = w)ey | = Lo | Jom —wal ey < 5o 508 = e

Also ist (z,')nen eine Cauchy-Folge.
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T 31 (Die reellen Zahlen als Menge und Korper). Es sei C die Menge aller Cauchy-
Folgen rationaler Zahlen.

(a) Wir sagen, zwei Cauchy-Folgen (z,)neny und (2,)nen aus C seien dquivalent
und schreiben (2, )nen ~ (27, )nen, Wenn zj, — z, — 0. Zeigen Sie, dass ~ eine
Aquivalenzrelation auf C ist. Wir kénnen somit definieren:

R :=C/~.
Im Folgenden meint [(2,,)nen] die Aquivalenzklasse von (2,,)nen € C.
(b) Zeigen Sie, dass fir [(z,)nen], [(Yn)nen] € R die “Summe”
[(In>n€N] + [(yn)nGN] = [(xn + yn)neN]

und das “Produkt”

[(@n)nen] - [(Yn)nen] = [(Znyn)nenl]

wohldefiniert ist, unabhingig von der Wahl der Représentanten.
(c) Zeigen Sie, dass (R, +) eine abelsche Gruppe ist.

(d)* Zeigen Sie, dass (R, -) ein kommutatives Monoid ist und das Distributivgesetz
fiir Addition und Multiplikation gilt.

(e) Zeigen Sie, dass jedes von 0 verschiedene Element [(z,)nen] in R invertierbar
ist. Also ist R ein Korper.

(a) Reflexivitit: Da x, — x, =0 — 0, gilt (x,)nen ~ (Tn)nen-

Symmetrie: Ist (,)nen ~ (2], )nen, so gilt x}, —z,, — 0 und somit auch x,, — !, — 0,
weswegen auch () neny ~ (Tn)nen-

Transitivitét: Ist (€, )nen ~ (2], )neny und (2] )nen ~ (2 )nen, so gilt x!, — x, — 0 fiir
n — oo und xl — z!, — 0, folglich auch z!! — x, = (¢! — x}) + (z}, — x,) — 0. Also
ist (Tn)nen ~ (Tp)nen-

(b) Zunéchst ist nach Aufgabe T30 (a) und (c¢) sowohl (x, + Yp)nen als auch

(TnYn)nen eine Cauchy-Folge, womit [(x,, + Yn)nen| und [(zpYn)nen] sinnvolle Aus-
driicke sind. Zum Nachpriifen der Wohldefiniertheit sei (z,)neny ~ (2))nen und

(yn)neN ~ (y;z)nEN- Wegen
(@, +u,) = (@n+yn) = (@, —20) + (Yp —Yn) — 0O

ist dann (z,+Yn)nen ~ (2, + Y. )nen; die Addition ist also wohldefiniert. Zum Nach-
priifen der Wohldefiniertheit der Multiplikation nutzen wir die in T30 (b) bewiesene
Beschrénktheit: Es gibt ein s € ]0, oo[ derart, dass

(VneN) |z)| <s und |y,| < s.
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Gegeben € > 0 gibt es ein N € N derart, dass

£ 5
(Vn>N) |y, —yn < — und |2, —x,| < —.

2s 2s
Fiir alle n > N gilt dann
T U0 = TaYnl = 12, (Y — yn) + (@5, = 20)ynl < (2] (Y, = Yol + Ynl - 125, — 20
€
< si—+s— = ¢.
S 28~|—s 9 €

Also gilt zy!, — Ty, — 0 und somit (T,Yn)nen ~ (T),Y), )nen, Wie bendtigt.
(c) Assoziativgesetz: Es ist

([(wn)neN] + [(yn)neN]) + [(Zn)neN] Ty + yn>n€N] + [(Zn)neN]

(
(%0 + Yn) + 2n)nen] = [(Tn + (Yn + 20) )nen]
(
(

xn)nEN] [(yn + Zn)n N]
Zn)nen) + ([(Yn)nen]) + [(2n)nen]) -

[
[
[
[

Kommutativitat:

[(Zn)nen] + [(Yn)nen] = [(Tn + Yn)nen] = [(Yn + Tn)nen] = [(Un)nen] + [(Tn)nen] -

[(0)nen] Ist Neutralelement:

[(O)nen] + [(#n)nen] = [(0 + 2n)nen] = [(Zn)nen] -

(=2 )nen] ist additives Inverses zu [(xy,)nen]:

[(_xn>n€N] + [(xn)neN] = [(_In + xn)nEN] = [(O)neN] .
(d) Assoziativgesetz: Es ist

([(xn)neN] : [(yn>n€N]) : [(zn)neN] Tn yn)nEN] [(Zn)neN]

[(

[((Zn - yn) - 2n)nen]
[(zn - (yn Zn))neN]
[(
[(

xn)nEN] [(yn Zn)neN]

Zn)nen] * ([(Un)nen]) - [(zn)nen]) -

Kommutativitat:

[(@n)nen] - [(Yn)nen] = [(@n - Yn)nen] = [(Wn - 2n)nen] = [(Yn)nen] - [(n)nen] -

[(1)nen] ist Neutralelement:

[(DnEN] ' [(zn)neN] = [(1 ’ mn)neN] = [($n>neN] .

Distributivgesetz:

([(zn)nen] + [(n)nen]) - [(2n)nen] T, + Yn)nen] * [(Zn)nen]
(xn + yﬂ) Zn)neN]

[(
[(
[(Zn * 20 + Yn * 20) )nen]
[(
[(

Tn * Zn)nen] + [(Yn * Zn)nen]
Zn)nen| * [(2n)nen] + [(Un)nen] - [(2n)nen] -
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T 32

(e) Ist [(xn)nen] # [(0)nen], so ist konvergiert x,, = x,,—0 nicht gegen 0, d.h. (x,,)nen
ist keine Nullfolge. Nach T30 (d) gibt es ein € > 0 und ein ny € N derart, dass

(Vn >ng) |xa] >¢

und somit x,, # 0. Wir setzen y,, :== 1 fiirn € {1,...,no — 1}, y, := x,, fiir n > ny.
Dann ist (Yn)nen ~ (Tn)nen, also [(Yn)nen] = [(Xn)nen]. Der Vorteil ist, dass zudem
yn # 0 fiir alle n € N; die Bedingungen von Aufgabe T30 (f) sind somit ertiillt und
wir schliefen, dass auch (y,,'),en eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen ist. Wegen

(W nen] - [(zn)new] = (4 Inen] - [(Un)nen] = (4 Yn)nen] = [(nen]

ist [(yn)neN] = [(xn)nEN]_l'

(Die Anordnung auf R) Es sei R, die Menge alle [(z,)nen] € R derart, dass
eine positive rationale Zahl ¢ existiert und ein ng € N derart, dass x,, > ¢ fiir alle
n > ng. Man iiberlegt sich leicht, dass die Menge R, wohldefiniert ist (unabhéngig
von der jeweiligen Wahl des Reprisentanten (z,)nen)-

(a) Zeigen Sie, dass (R,R,) ein angeordneter Korper ist.
Wir betrachten nun die Abbildung A: Q — R, A(z) = [(z,z,z,...)].
(b) Zeigen Sie, dass A injektiv ist.

Wir konnen also x € Q mit A(z) € R identifizieren. Dies &ndert nichts an der
gegebenen Addition, Multiplikation und Ordnung auf @, denn man sieht leicht,
dass A(z +y) = A(@) + A(y), May) = Mz)A(y) und (z < y & Az) < Ay)).

Insbesondere kénnen wir nun Z als Teilmenge von R interpretieren.
(c)* Zeigen Sie, dass (R,R) ein archimedisch angeordneter Korper ist.

Um einzusehen, dass der angeordnete Korper (R, R, ) vollstandig ist, sei A C R
eine nicht-leere, nach oben beschrinkte Teilmenge. Dann gibt es ein sg € Z mit
sg > A; wir wihlen sy minimal mit dieser Eigenschaft. Ist sq — % > A, so setzen wir
81 1= Sg — %; andernfalls setzen wir s; := sg. Rekursiv setzen wir s,, := s,,_; — 27"
falls s,_1 — 27" > A, andernfalls s,, := s,,_1.

(d) Zeigen Sie, dass (S, )nen eine Cauchy-Folge in Q ist.
(e)* Zeigen Sie, dass [(Sy)nen] = sup A.

(a) Bedingung (O1): Fall 1: Ist [(2)nen] = [(0)nen], 0 ist (2,,)nen eine Nullfolge und
somit weder [(x,)nen| in Ry noch —[(z,)nen] in Ry. Andernfalls gidbe es namlich
ein € > 0 und ein ng € N derart, dass x,, > ¢ fiir alle n > ng bzw. —x,, > ¢ fiir alle
n > ng. Somit gélte |z,,| > ¢ fiir alle n > ny und somit wére (x,,)nen keine Nullfolge,
Widerspruch.

Sei nun [(z,)nen] # [(0)nen]. Dann ist (x,)nen keine Nullfolge und somit existiert
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nach Aufgabe T30 (d) eine rationale Zahl ¢ > 0 und ein ny € N derart, dass
entweder (Fall 1:)
(Vn >mng) x, > €

oder (Fall 2) z,, < —¢ fiir alle n > ng. In Fall 1 ist [(z)nen] € Ry; in Fall 2 ist
—[(zn)nen] € Ry. Es ist klar, dass nicht gleichzeitig [(xy)nen] und —[(z,)nen] in Ry
sein kann.

(O2) und (O3): Sind [(z1)nen]s [(Un)nen] € Ry, so existieren ey, g9 > 0 undny,ny € N
derart, dass x, > e fiir alle n > ny, und vy, > e fiir alle n > ny. Setze ng =
max{n,no}. Dann ist €1 + &9 > 0 und &1 - 9 > 0, und fiir alle n > nq gilt

Tp+Yn = €1+ &2

sowie
Tp Yn = €1°E2.

Also ist [(p)nen] + [(Yn)nen] € Ry und [(2)nen] * [(Yn)nen] € Ry

(b) Ist x # y, so ist (y — x)nen keine Nullfolge und somit (x),en nicht zu (y)pen
dquivalent, folglich MN(x) = [(#)nen] # [(Y)nen] = A(y)-

(c) Gegeben [(z)nen] € R ist (z,)nen nach Aufgabe T30 (b) beschrinkt, es exis-
tiert also eine rationale Zahl ¢ = % derart, dass x, < q fiir alle n € N (wobei
z € Z, N € N). Wir diirfen annehmen, dass ¢ > 0 und somit z > 0 ist; dann ist
z=N-q>gq, also auch x, < z fiir alle n € N. Dann ist \(z + 1) > [(z,,)nen], also
Mz +1) = [(xn)nen] € Ry, da 24+ 1 — 2, > 1 fiir allen € N.

(d) Da [sn41 — sn| < 2=+ < 27" st (s, )nen eine Cauchy-Folge nach Aufga-
be G25 auf Ubungsblatt 8.

(e) Um zu sehen, dass [(s,)nen] = sup A, priifen wir die Bedingungen von Lem-
ma I1.2.14 nach.

[(Sn)nen] ist eine obere Schranke fiir A: Sonst géibe es nidmlich ein [(a,)nen] € A
derart, dass [(an)nen] > [(Sn)nen]. Somit gédbe es ein € > 0 und ny € N derart, dass

(Vn >ng) ap—s, > €. (2)

Da (ay)nen eine Cauchy-Folge ist, diirfen wir nach Vergréfern von ng annehmen,
dass .
(Vn,m > ng) |a, —an| < 3" (3)

Aus (2) und (3) ergébe sich nun insbesondere, dass fiir alle n > ny
Up = Spy = Op = Qpy + Gny — Spy, = —5 +€ =

Somit wére [(a,)nen| > Sny, im Widerspruch dazu, dass per Konstruktion s,, > A.
Also ist doch [(s,)nen] eine obere Schranke fiir A.

Hilfsbehauptung 1. Wir zeigen nun per Induktion nach n € Ny, dass ein a € A
existiert mit a > s, — 27", Fiir n = 0 ist sp — 1 nicht > A (per Konstruktion),
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somit gibt es ein a € A mit so —1 < a. Nun sei n € N und es gebe ein a € A mit
a> $,_1—2- Y Gemif der Konstruktion von s,, sind zwei Félle zu unterscheiden:
Ist s,_1 — 2" > A, soist s, = S,_1 — 2~ ™. Dann ist

a>8,4—2"" =g 2 _9m_—g 2

Im anderen Fall ist nicht s,,_1 — 27" > A, es existiert also ein b € A derart, dass
b > s,_1—27". In diesem Fall ist s,, = s,_1 und somit b > s,, — 27", wie bendétigt.
Dies beendet den induktiven Beweis der Hilfsbehauptung 1.

Hilfsbehauptung 2. Wir beobachten nun noch, dass
(Vm € N) [(sn)nen] < 8, (4)

da (Sn)neny monoton fallend ist. Andernfalls wére ndmlich [($,)nen] > Sm fiir ein
m € N. Somit gidbe es ein € > 0 und ein ng € N derart, dass

(Vn>ng) s, —sm > €.

Fiir n := max{ng, m + 1} > m wére dann s,, — s, > € > 0, im Widerspruch dazu,
dass (S )neny monoton fallt. Also gilt die Hilfsbehauptung.

Um die noch verbleibende Bedingung aus Lemma I1.2.14 nachzupriifen, sei ¢ > 0.
Dann existiert ein ng € N derart, dass 27" < . Nach Hilfsbehauptung 1 existiert
ein a € A derart, dass a > sp, — 2. Da S, > [(Sn)nen] nach Hilfsbehauptung 2,
erhalten wir a > [(Sp)nen] — 27 > [(Sn)nen] — €, wie bendtigt.



