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Analysis 1 fiir M, LaG und Ph, SS 2006, Tutorium 6

Vollstindig angeordnete Korper

T 21 (Intervalle rationaler Zahlen)
Sei K ein vollstdndig angeordneter Korper.

1. Zeigen Sie, daf die Abbildung

v: K —>PQ,z—{geQ|qg<z}
injektiv ist.
Hinweis: Verwenden Sie, daf3 jedes offene Intervall eine rationale Zahl enthélt.

2. Zeigen Sie, dafl das Bild von v genau aus denjenigen nach unten unbeschrinkten und
nach oben beschriankten Intervallen in Q besteht, die kein Maximum besitzen.

3. Zeigen Sie, dafl die rationalen Zahlen in K genau auf diejenigen Intervalle aus 2. abgebildet
werden, die in Q ein Supremum haben.

4. Zeigen Sie, dafl Q nicht vollsténdig angeordnet ist.

T 22 (Bijektivitit von )
Seien K und L zwei vollstindig angeordnete Korper. Wie im Beweis von Satz 11.2.24 sei

®: K- Lx—sup {geQ|qg<z}

Vollziehen Sie anhand des Skriptes nach, dafl

1. ® eine wohldefinierte Abbildung von K nach L ist,
2. ® injektiv ist,
3. ® surjektiv ist.
T 23 (Monotonie von )
Zeigen Sie, dal (K, ) C L,.

Hinweis: Verwenden Sie, dafl jedes offene Intervall eine rationale Zahl enthilt, insbesondere
also |0, z| fiir beliebiges 0 < z € K.



Analysis 1 fiir M, LaG und Ph, SS 2006, Tutorium 6, Losungsvorschlag
Vollstindig angeordnete Korper

T 21 (Intervalle rationaler Zahlen)
Sei K ein vollstdndig angeordneter Korper.

1. Zeigen Sie, daf} die Abbildung

v:K—=PQ,z—{¢€eQfg<z}
injektiv ist.
Hinweis: Verwenden Sie, daf3 jedes offene Intervall eine rationale Zahl enthélt.

2. Zeigen Sie, dafl das Bild von v genau aus denjenigen nach unten unbeschréinkten und
nach oben beschriankten Intervallen in Q besteht, die kein Maximum besitzen.

3. Zeigen Sie, dafl die rationalen Zahlen in K genau auf diejenigen Intervalle aus 2. abgebildet
werden, die in Q ein Supremum haben.

4. Zeigen Sie, dafl Q nicht vollstéindig angeordnet ist.

Lésung:

1. Seien x,y € K verschieden, etwa x < y. Dann enthélt |z, y[ nach Folgerung II.2.20 eine
rationale Zahl r. Folglich gilt r ¢ {q € Q | ¢ < z}, aber r € {q € Q | ¢ < y}, woraus die
Injektivitdt von v folgt.

2. Definiere 7 : p(K) — K, X — supgX. Da ¢(K) offensichtlich aus nach oben beschréink-
ten Mengen besteht, ist die Abbildung m wohldefiniert, da jedes X € 1(K) nach dem
Vollstéandigkeitsaxiom (Definition I1.2.13) ein Supremum besitzt. Wegen 7 o ¢ = id und
@ om =id (verwende Folgerung I1.2.20), sind m und 1 zueinander invers. Falls nun X €
Y(K) ein Maximum x € Q héitte, dann wire (w(X)) =¢(z) ={¢ € Q| g <z} # X, ein
Widerspruch, also ist jedes X nach oben beschréinkt, hat aber kein Maximum in Q. Umge-
kehrt ist aber jedes nach unten unbeschrinkte und nach oben beschriankte Intervall X von
Q ohne Maximum in Q von der Form {q € Q | ¢ < supg(X)} (Vollstindigkeitsaxiom).

3. Wegen ¢ o = id, gilt fiir jede Zahl x € K die Gleichheit © = supg{q € Q | ¢ < z}. Ist
x rational, so gilt also auch x = supgy{q € Q | ¢ < z}. Die umgekehrte Implikation folgt
aus mo Y = id.

4. Betrachte {qg € Q | ¢*> < 2}. Diese Menge besitzt kein Supremum in K, denn /2 ist
irrational.

T 22 (Bijektivitit von )
Seien K und L zwei vollstindig angeordnete Korper. Wie im Beweis von Satz 11.2.24 sei

®:K— Lx—sup, {geQ|qg<z}

Vollziehen Sie anhand des Skriptes nach, dafl

1. ® eine wohldefinierte Abbildung von K nach L ist,
2. ® injektiv ist,
3. ® surjektiv ist.

Losung: Siehe Skript.



6. Tutorium, Lésungsvorschlag 2

T 23 (Monotonie von )
Zeigen Sie, dal ®(K ) C L.
Hinweis: Verwenden Sie, dafl jedes offene Intervall eine rationale Zahl enthilt, insbesondere
also )0, z[ fiir beliebiges 0 < z € K.

Losung: Sei x € K mit x > 0. Wir miissen zeigen, daff sup,{g € Q | ¢ < z} > 0. Nach
Folgerung 11.2.20 existiert ein p € Q mit p €|0,z|, also p > 0. Die Behauptung folgt nun aus

0<p<sup,{g€Q|g<z}



