Analysis I fiir M, LaG und Ph, SS 2006
Tutorium 5, Losungsskizze

Metrische Raume
Aufgaben
T 18 (Beispiele von Metriken)
(a) Es sei X eine Menge. Zeigen Sie, dass die Abbildung

0 falls x =y;

d:XXXH[0,00[, d(fl?:y)::{l falls = #y

eine Metrik auf X ist.
(b) (Manhattan-Metrik). Zeigen Sie, dass
di: R x R? = [0,00[,  di((z,y), (¢,)) = o = 2'[ + |y — ¥/|

eine Metrik auf R? ist. Was bedeutet der so definierte Abstand geometrisch ?
(Skizze!)

(a) Fiir z,y € X gilt:
0#d(z,y) & x#y
per Definition von d. Da x = y genau dann, wenn y = x, ist also d(x,y) = d(y, ),
somit d symmetrisch. Zum Beweis der Dreiecksungleichung seien x,vy,z € X. Ist
T =z, S0 ist
d(xz,z) =0 <d(x,y) +d(y,2) .

Ist x # z, so ist d(x,z) = 1. Weiter ist dann x # y oder y # z. Im ersten Fall ist
d(x,y) =1, im zweiten ist d(y, z) = 1. In beiden Féllen ist

d(xz,z) =1<d(x,y) +d(y,z).

(b) Ist 0 = dy((z,y), (2',y)) = |z — 2|+ |y — /|, so folgt v —2' = 0 und y —y' = 0,
also (z,y) = (2, y'). Symmetrie:

di (2 y), (x,9) = 2" =2l + |y —yl = |z = 2’| + |y — ¢/| = di((2,p), («",1)))-
Dreicksungleichung: Gegeben (z,v), (z',y), (2", y") € R? gilt
di((z,y),(@"y") = le—a"|+ly—y'| = |lo—2"+2" 2"+ |y—y +¢ -y

< lr—2|+ 2 =2+ ly =y + Y -y
= dl((xv y)? (33/7 y/)) + dl((‘rlv y/)v (xllv y”)) .

Die Zahl dy((x,y), («',y")) ist die Lange des Weges, der zunéchst parallel zur x-Achse
von (x,y) nach (x',y), dann parallel zur y-Achse von (', y) nach (z',y’) fiihrt.

T 19 (Metriken mit Werten zwischen 0 und 1) Zeigen Sie, dass die Funktion

f:[0,00[ = R, f(t) := {47 die folgenden Eigenschaften hat:
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(a) Fiir alle t € [0,00[ ist 0 < f(t) < 1;
(b) Fiir t € [0, 00[ ist f(¢) = 0 genau dann, wenn t = 0;
(c) f ist streng monoton wachsend, d.h. fiir alle s,¢ € [0, 00 mit s < ¢ ist f(s) <

f(t).

(Hinweis: schreiben Sie 11 geschickt um!)

Nun sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass dann auch

d: X x X — [0,00][, 5(m,y)::1jl_(§—ég)y)

eine Metrik auf X ist, die zudem nur Werte zwischen 0 und 1 annimmt.

T 20

(a) Dat >0 und 1+t >0, ist - > 0. Dal+t >t und 1+t > 0, gilt weiter

14t _t e
I=1i>m
(b) f(0) =0 ist klar und auch f(t) =0 =t=0.
(c) Es ist
t 1+t—-1 1
f®) 1+1 1+1 1+1¢

Indem man Schritt fiir Schritt tiberlegt, wie der Ausdruck rechts gebildet wird, sieht
man, dass f streng monoton wéchst.

J ist eine Metrik: Ist 0 = 6(z,y) = f(d(x,y)), so ist nach (b) d(z,y) = 0 und somit
T =y.

Symmetrie: Es ist 0(y,z) = f(d(y,z)) = f(d(z,y)) = é(y, z).

Dreiecksungleichung: Da d(z, z) < d(x,y)+d(y, z), folgt wegen der Monotonie von f

0(z,2) = fld(z,2)) < fld(z,y)+d(y,2))
d(z,y) +d(y,z) d(z,y) N d(y, z)
1+ d(z,y) +d(y, 2) 14+ d(z,y) +d(y,z)  1+d(z,y)+dy,=2)

d(fb,y) d(y,z) B
T+dy) Trdye ~ C@Y oWz

(Abstand zweier Mengen) Ist (X, d) ein metrischer Raum, so definiert man den
Abstand zwischen zwei nicht-leeren Teilmengen A, B C X als

dist(A, B) := inf{d(a,b): a € A,b € B}.

Wir betrachten nun R mit der iiblichen Metrik, d(z,y) = |z — y|. Bestimmen Sie
dist(A, B) fiir die folgenden Mengen:

(c) A:=N, B:={n—_:necN}
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(a) Es ist dist(A, B) = 1. Begriindung: Ist a € A und b € B, so ist a = 0 und
b > 1, somit d(a,b) = |a —b| = |b] = b > 1. Also ist 1 eine untere Schranke fiir
{d(a,b): a € A,b € B} und folglich dist(A, B) = inf{d(a,b): a € A,b € B} > 1
(denn die grofite untere Schranke ist groBer oder gleich jeder anderen). Nehmen wir
a=0,b=1, so erhalten wir d(a,b) = 1 und somit dist(A, B) <1 (denn als untere
Schranke muss dist(A, B) < d(a,b) = 1 sein). Es folgt dist(A, B) = 1.

(b) Es ist dist(A, B) = 1. Begriindung: Wie in (a) sehen wir, dass dist(A, B) > 1.
Fiir jedesn € Nist b := 14+ € B und d(0,b) = b = 14+, somit dist(A, B) < 1+=.
Es folgt dist(A, B) < 1 (Details sofort!) und somit dist(A, B) = 1. Details: Wire
dist(A, B) > 1, so gébe es nach dem Satz von Archimedes (Satz I1.2.19 auf Seite 31)
einn € N mit n > m, also 1 + L < dist(A, B). Nach dem Vorigen ist aber

dist(A, B) < 1+ =, Widerspruch. Also muss doch dist(A, B) < 1 sein.

(c) Es ist dist(A, B) = 0. Begriindung: Sei n € N. Dann ist a == n € A, b :=
1 -2 € B und |a—b| = L. Folglich ist dist(A, B) < & fiir alle n € N und somit
dist(A, B) < 0 (fiir diese Folgerung benutzt man &hnlich wie in (b) den Satz von
Archimedes). Da auch dist(A, B) > 0, folgt dist(A, B) = 0.



