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Gruppeniibung

G 30 (Konvergenzkriterien fiir Reihen).

_1\k
(a) Untersuchen Sie die Reihe Y ;- (%)H( D% it Hilfe des Quotientenkriteriums
und des Wurzelkriteriums auf Konvergenz.

(b) Nach Bemerkung IT1.4.11 (c) divergiert eine Reihe Y > | ¢, mit ¢, # 0, wenn
lim inf }C"—“’ > 1. Folgt die Divergenz auch schon, wenn nur

Cn

Cn+1
Cn

lim sup > 17

Hinweis: Aufgabenteil (a).
G 31 (Konvergenz von Potenzreihen).

(a) Fiir welche z € R konvergiert die Rethe "> 2" 7 Was ist der Konvergenz-
radius dieser Potenzreihe ?

(b) Finden Sie den Konvergenzradius der komplexen Potenzreihe 7 a,2" mit

(=1)*

2]{j——|—1 fir k € No.

asy, =0, Aok41 =

(c¢) Fiir welche x € R konvergiert die unendliche Reihe
o k
> ey !
P 3 -k
G 32 (Konvergenzradien).

Es sei )7 a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € [0, 0o]. Zeigen Sie:

(a) Fiir jedes m € N hat die Potenzreihe Y~ n™a,2" ebenfalls den Konvergenz-

radius R.
(b) Ist p: C — C eine Polynomfunktion der Form
p(l‘) = cmmm + cmflxm_l +--+0c

mit m € Ny, ¢, ..., ¢, € Cund ¢, # 0, so hat die Potenzreihe > 7 p(n)a,z"
ebenfalls den Konvergenzradius R.

(c) Fiir p wie in (b) hat die Potenzreihe > ° / p(n)z™ den Konvergenzradius 1.



Hausiibung

H34

H 35

H 36

H 37

H 38

(Konvergenzradien).

Es sei )" a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € [0, 00] und p: C — C
eine Polynomfunktion derart, dass p(n) # 0 fiir alle n € Ny. Zeigen Sie, dass auch

die Potenzreihe ) 7 p‘% 2™ den Konvergenzradius R hat.

(Konvergenz in Abhéngigkeit von Parametern).

B . . . ) n24n+1 \&
(a) Fiir welche o € Q konvergiert die Reihe ), (—ngjr;nif)) ?

(b) Fiir welche a € Q4 und = > 0 konvergiert die Reihe Y > (%)a a7
(Verdichtungskriterium).

Sei (ay)nen eine monoton fallende Folge nicht negativer reeller Zahlen. Zeigen Sie:
Konvergiert Y >° | a,, so folgt

lim na, = 0.

n—oo

(Zusammenfassen von Blécken in konvergenten Reihen). Es sei Y~ ¢,

eine konvergente Reihe komplexer Zahlen und 1 =n; < ny < ng < ---. Zeigen Sie,
dass dann auch die Reihe »"/7, (sz:);llk_l cn> konvergiert, mit Grenzwert

o0 nk+1—1 [oe}

(X ) =Y

k=1 n=ng n=1

(Dezimalentwicklungen und rationale Zahlen).

Wir betrachten eine reelle Zahl > 0, mit Dezimalentwicklung x = Zzoz_m dp-107F,
wobei di, € {0,1,...,9}.

(a) Zeigen Sie: Ist die Dezimalentwicklung periodisch in dem Sinne, dass es ein
mo > —m und ein ¢ € N gibt derart, dass d, = dy,, fiir alle & > my, so ist x
eine rationale Zahl.

Hinweis: Fast alle Summanden kénnen zu Blocken der Form C - 107%* zusammengefasst

werden mit einer Konstanten C' € Ny. Wenden Sie nun die geometrische Summenformel an.

(b) Zeigen Sie, dass umgekehrt auch jede Dezimalentwicklung einer rationalen Zahl
x > 0 periodisch ist.
Hinweis: Nach Abziehen einer ganzen Zahl (die wir problemlos durch Zehnerpotenzen aus-

driicken konnen) diirfen wir annehmen, dass = € [0, 1], etwa = Z mit z € Np, n € N und
n > z. Kine Dezimalentwicklung x = 0.d1ds - - - erh&lt man wie folgt:

Es existiert genau ein d; € {0,1,...,9} derart, dass

10-z = dl-n + r1

fir ein 7 € {0,1,...,n — 1}. Dann ist also = = %

dy € {0,1,...,9} derart, dass

L . T . . .
+ 15 - 5+ Nun existiert genau ein

10-71 = da-n + 12
fiir ein r € {0,1,...,n — 1}. Dann ist Z = % + 1‘% + # - 2. Analog geht es weiter.
Konnen die Zahlen 7, fiir k£ € N alle verschieden sein ?

¢) Ist die reelle Zahl 2 := S°°°  10~** rational ?
(c) k1
(d) Warum gilt 0.999999... = 17



