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Analysis I fiir M, LaG und Ph, SS 2006, Ubung 2

Hausiibung

H5 (Lesen von logischen Formeln; Beweis und Gegenbeispiel)
Schreiben Sie jede der folgenden Aussagen in Worten auf. Begriinden Sie, welche dieser Aus-
sagen wahr sind:

1. (VneN)(3k e N)n? =k

2. (Fk e N)(Vn e N)n? =k

3. (@M eNR?—-3n+2=0

4. (Vn € N)(((3k € N)n? = 5k) = (Ik € N)n = 5k)
5. (Vn € N)(3k € N)n = k?

H6 (De Morgansche Regeln fiir Mengen)
Zeigen Sie, daf} fiir Mengen A, B, X gilt:

X\(AUB) =(X\A)N(X\B) und X\(ANB)=(X\A4)U (X\B).
Zeigen Sie auBerdem, daf fiir Mengen X und J und eine Familie von Mengen (M;);c; gilt:
XN (U Mj> =J&XnM) und XU (ﬂ M]-) = (X uMy).
jeJ jed jed jeg

H7 (Eine Funktion zwischen Potenzmengen)
Seien X und Y Mengen sowie f : X — Y eine Funktion und

froPY) - P(X),Am f7H(4)
die Abbildung, die jeder Teilmenge von Y ihr Urbild in X zuordnet.
Zeigen Sie:

1. f ist genau dann injektiv, wenn f* surjektiv ist.

2. f ist genau dann surjektiv, wenn f* injektiv ist.
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Hausiibung

H5 (Lesen von logischen Formeln; Beweis und Gegenbeispiel)
Schreiben Sie jede der folgenden Aussagen in Worten auf. Begriinden Sie, welche dieser Aus-
sagen wahr sind:

1. (VneN)(Fk e N)n? =k
2. (Fk e N)(Vn e N)n? =k
3. @meNn?-3n+2=0
4. (Vn € N)(((3k € N)n? = 5k) = (Ik € N)n = 5k)
5. (Yn € N)(3k € N)n = k?
Losung:

1. Zu jeder natiirlichen Zahl n existiert eine natiirliche Zahl k mit n? = k. Diese Aussage ist
korrekt, da das Produkt zweier natiirlichen Zahlen wieder eine natiirliche Zahl ergibt.

2. Es gibt eine natiirliche Zahl k, so da8 fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt n?> = k. Diese
Aussage ist falsch, da beispielsweise 12 # 22

3. Es gibt genau eine natiirliche Zahl n, die die Gleichheit n? — 3n + 2 = 0 erfiillt. Diese
Aussage ist falsch, da sowohl n = 1 als auch n = 2 die Gleichheit n? —3n+2 = 0 erfiillen.

4. Fiir jede natiirliche Zahl n gilt: Gibt es eine natiirliche Zahl k mit n?> = 5k, so gibt es auch
eine natiirliche Zahl k mit n = 5k. Diese Aussage ist wahr, denn — da 5 prim (quadratfrei
reicht) — folgt aus 5|n? schon 5|n.

5. Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine natiirliche Zahl k mit n = k%. Diese Aussage ist
falsch, jede quadratfreie Zahl n (z.B. Primzahlen) liefert ein Gegenbeispiel.

H6 (De Morgansche Regeln fiir Mengen)
Zeigen Sie, daf} fiir Mengen A, B, X gilt:

X\(AUB) = (X\A4) N (X\B) und X\(ANB)=(X\4)U (X\B).

Zeigen Sie auBerdem, daf fiir Mengen X und J und eine Familie von Mengen (M;);c s gilt:

XN (U Mj> =J&xnM) uwd XU (ﬂ M]-) = (X U M).

jed jed jeJ jeJ
Losung: Es gilt

r€ X\(AUB) < ze€ XAz ¢ (AUB)
reXN(xg ANz & B)
reXNcgANz ¢ B
reXNxgANz e XNz ¢B
r€ X\AANz e X\B

z € (X\A4) N (X\B);

1111t

analog zeigt man die andere Gleichheit.
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H7

Auflerdem gilt

xEXﬂ(UMj> = xeM/\(\/xeMj)

jeJ jeJ
= \/(:v € X Nz e M) Distributivgesetz
jeJ
= ze|JE&EnM);

jeJ

analog zeigt man die andere Gleichheit.

(Eine Funktion zwischen Potenzmengen)
Seien X und Y Mengen sowie f : X — Y eine Funktion und

fF:PY)=PX), A~ f1(4)

die Abbildung, die jeder Teilmenge von Y ihr Urbild in X zuordnet.
Zeigen Sie:

1. f ist genau dann injektiv, wenn f* surjektiv ist.

2. f ist genau dann surjektiv, wenn f* injektiv ist.

Losung:

1. Esgilt f~'(f(B)) = B fiir alle B € P(X) genau dann, wenn f injektiv ist. Daraus folgt
aber, daf3 f* surjektiv ist.
Sei nun f nicht injektiv, etwa f(x) = f(y) fiir x # y und z,y € X. Dann ist {x} kein
Bild unter f*, also ist f* nicht surjektiv.

2. Falls f nicht surjektiv ist, dann existiert ein y € Y mit f~'(y) = (). Jedoch gilt auch
f1(0) = 0, somit ist f* nicht injektiv.
Falls f* nicht injektiv ist, dann gibt es B, B’ € P(Y) mit B # B’ und f*(B) = f*(B’).
Wiéihle y € B\B' U B'\B. Dann gilt f~'(y) = () und f ist nicht surjektiv.



