Fachbereich Mathematik TECHNISCHE

Prof. Dr. K.-H. Neeb UNIVERSITAT
PD Dr. Helge Glockner DARMSTADT
PD dr. Ralf Gramlich

31. Mai 2006

Analysis I fiir M, LaG und Ph, SS 2006, Ubung 7
Gruppeniibung

G 20 (Folgen)
Untersuchen Sie die untenstehenden Folgen auf Beschrinktheit, Konvergenz, Divergenz, be-
stimmte Divergenz:

3 1
1. (an)nen = ( 34n +2n+ ) ;
( ) 3ns+5n24+2n+1 neN )

2. (bp)nen = ((;L_Sri)f)neN

3. (cn)nen = ((Z;ﬂa)nm ;
4. (dn)nen = (%)%N
5. (n)nen = (ﬁ)nel\!

G 21 (Rekursive Folge)
Definiere die Folge (a,)nen rekursiv durch a; =1 und a,11 =1+ %an. Zeigen Sie, dafl diese
Folge konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

G 22 (Reelle und komplexe Folgen)

1. Beweisen Sie, dafl eine komplexe Zahlenfolge (2,,)nen = (n + i¥Un)nen genau dann gegen
die komplexe Zahl z = x +iy konvergiert, wenn z,, — x und y,, — y gilt (z, z,, y, yn € R).

. 2
+ 22,?+1> =1.

2. Zeigen Sie, dafi lim,,_,, (HLH

Hausiibung

H 23 (Folge mit Parameter)
Fiir welche ¢ € R ist die Folge (a,)nen mit a, = 22 +

) konvergent? Bestimmen Sie
gegebenenfalls den jeweiligen Grenzwert.

_n*
n24+4n+1

H 24 (Sandwichkriterium)

1. Sei M eine Menge von reellen Zahlen und x eine obere Schranke von M. Zeigen Sie, dafl
x genau dann Supremum von M ist, wenn es eine Folge von Elementen von M gibt, die
gegen x konvergiert.

2. Seien (an)nen, (bn)nen, (Cn)nen reelle Folgen mit a, < b, < ¢, fiir alle n € N. Beweisen
Sie, daf aus (a,)nen und (c,)nen konvergent mit lim,, oo (@n)nen = ¢ = limy,_00(Cp ) nen
folgt, da8 (b, )nen konvergiert mit Grenzwert c.

3. Seien (ap)nen, (bn)nen reelle Folgen mit |b,| < a, fiir alle n € N. Beweisen Sie, daf§ aus
(@n)nen konvergent mit limy, o0 (ay)neny = 0 folgt, daB (b, )nen konvergiert mit Grenzwert
0.

H 25 (Folgen in metrischen Riumen)
Sei (zn)nen eine Folge in einem metrischen Raum (X, d).

1. Genau dann gilt z = lim,,_,y z,,, wenn die reelle Folge (d(zn,x))nen gegen 0 konvergiert.

2. Zeigen Sie, daB (z,)nen genau dann konvergiert, wenn jede Teilfolge konvergiert.



Analysis I fiir M, LaG und Ph, SS 2006, Ubung 7, Lésungsvorschlag
Gruppeniibung

G 20 (Folgen)
Untersuchen Sie die untenstehenden Folgen auf Beschrinktheit, Konvergenz, Divergenz, be-
stimmte Divergenz:

3
1. (an)nen = ( 3471 +2n+1 )
( ) 3n°+5m4+2n+1 neN

(H)S)
3n3—1 neN
(n+1)3)
n?+1 neN

(
(

4. (dn)nen = (%)nel\l
(
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—
o
3
~—
3
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Lésung:
1 1
dnd4n+1  _  Atoatis 4 N
1. ssisniron = TR — 3, also konvergent und ebschrénkt.
“n)® _ _pdqe .
2. g?’n;i)l = 3231“1 — —%, also konvergent und beschrénkt.
1)3 34 1+ . . .
3 ®H)Y ol 00, also bestimmt divergent und unbeschrénkt.
n’+1 n?+1 s
C)rm0 | SN+ ;
4. —s— = 17 — 0, also konvergent und beschrénkt.
n3
n
_ -14+1 . . . . .
5. 17(171”)% = it divergiert, denn Teilfolge mit geraden n konvergiert gegen —1 und

Teilfolge mit unge?aden n konvergiert gegen 1; daher beschrinkt.

G 21 (Rekursive Folge)
Definiere die Folge (ay)nen rekursiv durch a; =1 und an,1 = 1+ %an. Zeigen Sie, dafl diese
Folge konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

Losung: Es gilt 1 < a, < 2: Offensichtlich gilt 1 < a; < 2. Nach Induktion gilt also a,.; =
1+ %an > 1, denn 1 < a, < 2 impliziert insbesondere a, > 0. AuBerdem gilt nach Induktion
ant1 =14 a, <2, denn 1 < a, < 2 impliziert ta, < 1.

Die Folge a,, ist monoton wachsend: Wegen a,, < 2 gilt sa, < 1, also ap11—an, = 1+ 3a,—a, =
1—1la, >0.
2 n —

Nach Satz I11.2.19 (a) konvergiert (ap)nen-

Setze a := lim,_,, a,. Dann gilt lim,,_,, a,+1 = lim,,_, a,, also 1 + %a =1+lim,_,s %an =
lim,, ,, 1+ %an = lim,, , a, = a, woraus a = 2 folgt.

G 22 (Reelle und komplexe Folgen)

1. Beweisen Sie, dafl eine komplexe Zahlenfolge (2,,)nen = (n + i¥Un)nen genau dann gegen
die komplexe Zahl z = x +iy konvergiert, wenn z,, — x und y,, — y gilt (z, z,, y, yn € R).

2. Zeigen Sie, daf} lim,, (nL—i—l + z%) =1.

Lésung:
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1. Aus z,, —» z und y, — y folgt ©, + iy, — = + iy nach Satz 111.2.13. Umgekehrt gilt
max{|xn - -,L“: |yn - y‘} < \/(‘Tn - x)Z + (yn - y)2 = (xn - .’E) + Z(yn - y)‘ = ‘Zn - Z‘; also
folgt aus |z, — z| — 0 schon |z,, — z| — 0 und |y, — y| — 0.

2. Bs gilt limy ;o0 ;%5 = 1 (vgl. I11.2.5). Auflerdem 2" +1 > 2" = (1+1)" =Y} ((}) >

6 = 6 2741 = W¥

_ _ _ 2_ 3_a,2 3 2 2 ..
14+n+ n(n2 1) + n(n lg(n 2) — 64+6n+3n°—3n+n’—3n’+2n - n also - < nt o % < ¢ fiir
6

fast alle n € N.

Hausiibung

H 23 (Folge mit Parameter)
Fiir welche ¢ € R ist die Folge (a,)neny mit a, = 22 +

et konvergent? Bestimmen Sie
gegebenenfalls den jeweiligen Grenzwert.

__n®
n2+4n+1

Losung:

H 24 (Sandwichkriterium)

1. Sei M eine Menge von reellen Zahlen und x eine obere Schranke von M. Zeigen Sie, daf§
2 genau dann Supremum von M ist, wenn es eine Folge von Elementen von M gibt, die
gegen x konvergiert.

2. Seien (ap)nen, (bn)nen, (Cn)nen reelle Folgen mit a,, < b, < ¢, fiir alle n € N. Beweisen
Sie, daf aus (an)nen und (cn)nen konvergent mit lim, oo (tn)nen = ¢ = limy_00(Cp)nen
folgt, da3 (b, )nen konvergiert mit Grenzwert c.

3. Seien (an)nen, (bn)nen reelle Folgen mit [b,| < a, fiir alle n € N. Beweisen Sie, daf§ aus
(@n)nen konvergent mit limy, o0 (s )neny = 0 folgt, daB (b, )nen konvergiert mit Grenzwert
0.

Losung:

H 25 (Folgen in metrischen Riumen)
Sei (z,)nen eine Folge in einem metrischen Raum (X, d).

1. Genau dann gilt z = lim,,_,y z,, wenn die reelle Folge (d(zn,x))nen gegen 0 konvergiert.

2. Zeigen Sie, daB (z,)nen genau dann konvergiert, wenn jede Teilfolge konvergiert.

Losung:



