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Gruppeniibung

G 11 (Die Uhr als Gruppe)
Sei G ={0,1,2,3,...,23} mit der Addition a & b := ¢, falls ¢ der Rest bei Division von a + b
durch 24. Zeigen Sie, dafi (G, ®) eine abelsche Gruppe ist. Haben Sie in dieser Gruppe schon
einmal gerechnet?

G 12 (Vollstéindige Induktion)
Zeigen Sie:
1. Fiir jede natiirliche Zahl n > 3 gilt 2n + 1 < n?.
2. Fiir jede natiirliche Zahl n # 3 gilt n? < 2",
3. Fiir jede natiirliche Zahl n > 4 gilt 2" < n!.

G 13 (Konstruktion der komplexen Zahlen iiber Q)
Sei @ = {(a,b) | a,b € Q}. Auf @Q* definieren wir Addition und Multiplikation durch

(a,b) + (¢,d) :== (a+ ¢, b+ d)
und
(a,b) - (c,d) := (ac — bd, bc + ad).

Weiter definieren wir eine Funktion
N:Q = Q(a,b) — a®+b°.
Zeigen Sie:

1. N(zy) = N(z)N(y) fiir z,y € Q*.
2. (@?,+) ist eine abelsche Gruppe.
3. Fiir x = (a,b) mit N(z) # 0 ist

ein multiplikatives Inverses.

4. (Q*,+,-) ist ein Korper.

Hinweis: Uberlegen Sie sich bei der Uberpriifung des Assoziativgesetzes der Multiplikation
nur, was Sie beweisen miifiten, fiihren Sie den konkreten Nachweis aber nicht durch! Das
direkte Nachrechnen ist viel zu umstidndlich und langwierig. Spéter werden Sie in der
Linearen Algebra und in der Algebra Methoden kennenlernen, die die Rechnung sehr
stark verkiirzen.

Verwenden Sie aufierdem ohne Beweis: (Va,b € Q)a? +b*> = 0 <= a = 0 = b. Diese
Aussage basiert auf der Anordnung von Q, die Sie in Kiirze in der Vorlesung kennenlernen
werden.



5. Sei i ein abstraktes Symbol und sei Q(i) := {a + bi | a,b € Q}. Auf Q(i) definieren wir
Addition und Multiplikation durch

(a+bi)+ (c+di):=(a+c)+ (b+d)i

und

(a+ bi) - (c+ di) := (ac — bd) + (bc + ad)i.
Warum ist Q(¢) ein Korper?



Analysis I fiir M, LaG und Ph, SS 2006, Ubung 4, Lésungsvorschlag
Gruppeniibung

G11

G12

(Die Uhr als Gruppe)

Sei G ={0,1,2,3,...,23} mit der Addition a & b := ¢, falls ¢ der Rest bei Division von a + b
durch 24. Zeigen Sie, daf§ (G, ®) eine abelsche Gruppe ist. Haben Sie in dieser Gruppe schon
einmal gerechnet?

Losung: Um zu zeigen, daB (G, ®) eine abelsche Gruppe ist, miissen wir die Giiltigkeit der
entsprechenden Axiome nachweisen.

Assoziativgesetz: Es ist zu zeigen, dafl a; @ (as ® a3) = (a1 ® ag) ® a3 fiir alle a; € G, d.h.
a1 D asg = a19 D a3, wobei asz der Rest bei Division von as + a3 durch 24 und a5 der Rest bei
Division von a1 + ao durch 24 ist.

Es g]]t a1+ as = a9 + k1224 und a9 + a3 = a9z + k2324, somit
a1 + k1224 +as =a1 + a9+ as = a1 + Qo3 + k2324.
Hieraus folgt aber unmittelbar, dafl a; + ass und a5 + a3 denselben Rest nach Division durch

24 besitzen, also a; @ asz = a9 D agz.

Kommutativgesetz: Dies folgt aus der Tatsache a+b = b+a, d.h. der Rest nach Division durch
24 bleibt ebenfalls gleich.

Neutralelement: Addition mit 0 dendert den Rest nach Division durch 24 nicht.
Inverses Element: Flir a € G ist 24 — a € G das Inverse Element.

Mit dieser Gruppe rechnen Sie beispielsweise jedesmal, wenn Sie vor Mitternacht aus dem Kino
oder aus der Kneipe kommen und ausrechnen wollen, wie lange Sie noch schlafen kénnen, wenn
Sie um 6 Uhr aufstehen wollen, um piinktlich zur Vorlesung zu kommen.

(Vollsténdige Induktion)

Zeigen Sie:
1. Fiir jede natiirliche Zahl n > 3 gilt 2n + 1 < n?.
2. Fiir jede natiirliche Zahl n # 3 gilt n? < 2.
3. Fiir jede natiirliche Zahl n > 4 gilt 2" < n!.

Lésung:
1. Die Behauptung ist gleichbedeutend mit der Behauptung, daB fiir jede natiirliche Zahl
n>3gilt2<n?—2n+1=(n—1)>%
Sicherlich gilt 2 < (3 — 1)? = 4 (Induktionsanfang).

Fiir den Induktionsschritt wollen wir die Giiltigkeit der Aussage fiir n 4+ 1 zeigen, falls sie
fiir n gilt:

(n+1) =12 =n*>n>-2n+1>2,
2. Esgelten 12 =1 <2=2'22=4<4 =22 und 4> = 16 =< 16 = 2* (Induktionsanfang).
Induktionsschritt:
(n+1)=n*+2n+1<2n? <2.2" =2,

3. Es gilt 2* = 16 < 24 = 4! (Induktionsanfang).

Induktionsschritt:
2" =2.2" < 2nl < (n+1)n! = (n+ 1)L
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G 13 (Konstruktion der komplexen Zahlen iiber Q)
Sei @ = {(a,b) | a,b € Q}. Auf @* definieren wir Addition und Multiplikation durch

(a,b) + (¢,d) := (a+¢,b+d)
und
(a,b) - (c,d) := (ac — bd, bc + ad).

Weiter definieren wir eine Funktion
N:Q = Q (a,b) — a® + b°.
Zeigen Sie:

1. N(zy) = N(z)N(y) fiir z,y € Q*.
2. (Q?,+) ist eine abelsche Gruppe.
3. Fiir x = (a,b) mit N(z) # 0 ist

ein multiplikatives Inverses.

4. (Q%,+,-) ist ein Kérper.
Hinweis: Uberlegen Sie sich bei der Uberpriifung des Assoziativgesetzes der Multiplikation
nur, was Sie beweisen miifiten, fiihren Sie den konkreten Nachweis aber nicht durch! Das
direkte Nachrechnen ist viel zu umstidndlich und langwierig. Spéter werden Sie in der
Linearen Algebra und in der Algebra Methoden kennenlernen, die die Rechnung sehr
stark verkiirzen.

Verwenden Sie aufilerdem ohne Beweis: (Va,b € Q)a®? + 0> = 0 <= a = 0 = b. Diese
Aussage basiert auf der Anordnung von @, die Sie in Kiirze in der Vorlesung kennenlernen
werden.

5. Sei i ein abstraktes Symbol und sei Q(i) := {a + bi | a,b € Q}. Auf Q(7) definieren wir
Addition und Multiplikation durch

(a+bi) + (c+di) == (a+c) + (b+d)i
und
(a+ b) - (c+ di) := (ac — bd) + (bc + ad)i.
Warum ist Q(¢) ein Korper?

Lésung:
1.

N((a,b) - (¢,d)) = N((ac—bd,bc+ ad))
= (ac—bd)* + (bc + ad)®
= a*c¢® — 2abed + V*d? + b2 + 2abed + o d?
= a’c + d’d® + v’ + v’ d?
= (a®*+b*)(c*+ d?)
= N((a,b))N((c,d)).
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2. Nachrechnen. Es basiert darauf, da8 (Q,+) eine abelsche Gruppe ist.
3. Es gilt

(a,b) - a___ b = (a—2— +b b L b
’ a+b" a2+0?)  \a®+0 @+ a4+ a?+ b
= (1,0);

das umgekehrte Produkt berechnet man genauso.

4. Distributivgesetz und Kommutativgesetz sind schnell nachgerechnet. Assoziativgesetz ist
ebenfalls eine direkte Rechnung, aber etwas schreibaufwéndig. Das Einselement ist (1,0),
wie man direkt sieht.

Zur Existenz der multiplikativen Inversen: Nach Teilaufgabe 3. miissen wir nachweisen,
daBl N((a,b)) = 0 genau dann, wenn (a,b) = (0,0), was wir laut Aufgabenstellung an-
nehmen diirfen.

5. Q(i) ist ein Korper, da man dort genauso rechnet wie in Q* davor. Man sagt, Q* und
Q(7) sind isomorph. Mit solchen Problemen werden Sie sich in der Linearen Algebra und
der Algebra beschiftigen.



