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Analysis I fiir M, LaG und Ph, SS 2006, Ubung 2
Gruppeniibung

G4 (Fallunterscheidung)
Beweisen Sie die Aussage

(p=aN(p=4q)=q¢
Satz [.1.5 aus der Vorlesung wurde durch Fallunterscheidung bewiesen. Bestimmen Sie in

diesem Satz die Aussagen p, —p und q.

G5 (Aufstellen von logischen Formeln; Beweis und Gegenbeispiel)
Stellen Sie logische Formeln fiir die folgenden Aussagen auf, negieren Sie diese und begriinden
Sie, welche Aussagen wahr sind.

Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es Primzahlen p und ¢, deren Produkt n teilt.

Jede natiirliche Zahl besitzt einen ungeraden Teiler, der ungleich 1 ist.

Jede ungerade natiirliche Zahl besitzt einen ungeraden Teiler, der ungleich 1 ist.

Alle geraden natiirlichen Zahlen besitzen ausschliellich 1 als ungeraden Teiler.

A .

Es seien m und n natiirliche Zahlen. Wenn m grofler oder gleich n und n gréfler oder
gleich m ist, dann stimmen m und n {iberein.

6. Sei M eine endliche Menge. Die Anzahl der Elemente von M ist kleiner als die Anzahl
der Elemente von P(M).

G 6 (Potenzmenge)

1. Sei M = {a, b}. Wie viele Elemente hat P(P(M))? Geben Sie alle Elemente von P(P(M))
an.
Hinweis: Eine Unterscheidung der Félle ¢ = b und a # b bietet sich an.

2. Sei E eine Menge. Zeigen Sie, daf fiir alle A, B € P(FE) gilt:

ANB=A<= ACB<+—= AUB=B.
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Gruppeniibung

G4

G5

(Fallunterscheidung)
Beweisen Sie die Aussage
(p=a)A(p=4q) =0
Satz 1.1.5 aus der Vorlesung wurde durch Fallunterscheidung bewiesen. Bestimmen Sie in
diesem Satz die Aussagen p, —p und gq.

Losung:
(p=dA(r=9q9)=4q9 <= (((pVOA(~PVg)Va

= ((=(=pVvg)V-l(pVvae)Vay
— (PA—q9)V(=pA—q))Vq)
— (((pVv-p)A—q)Vq)
— (WA-q)Va)
= (qVg)
= W,

also ist ((p = q) A (-p = q)) = q allgemeingiiltig.

Im Beweis von Satz 1.1.5 wollen wir die Annahme, daf} es es natiirliche Zahlen n und k gibt
mit n + 3 = k2, wobei n durch vier teilbar ist, zum Widerspruch fiihren. Hierbei werden die
Félle k gerade und k ungerade unterschieden.

Genauer gesagt gelten folgende Entsprechungen:

p entspricht k gerade;
—p entspricht k ungerade;
q entspricht n = k? — 3 nicht durch 4 teilbar.

(Aufstellen von logischen Formeln; Beweis und Gegenbeispiel)

Stellen Sie logische Formeln fiir die folgenden Aussagen auf, negieren Sie diese und begriinden
Sie, welche Aussagen wahr sind.

Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es Primzahlen p und ¢, deren Produkt n teilt.

Jede natiirliche Zahl besitzt einen ungeraden Teiler, der ungleich 1 ist.

Jede ungerade natiirliche Zahl besitzt einen ungeraden Teiler, der ungleich 1 ist.

Alle geraden natiirlichen Zahlen besitzen ausschliellich 1 als ungeraden Teiler.

AN

Es seien m und n natiirliche Zahlen. Wenn m grofler oder gleich n und n gréfier oder
gleich m ist, dann stimmen m und n iiberein.

6. Sei M eine endliche Menge. Die Anzahl der Elemente von M ist kleiner als die Anzahl
der Elemente von P(M).

Lésung:

1. Aussage: (Vn € N)(3p, q prim)pg|n
Negierung: (In € N)(Vp, q prim)pq /n
Korrekt ist die Negierung, wie man am Beispiel n prim sieht.
2. Aussage: (Vn € N)(Ik € N\{1} ungerade)k|n
Negierung: (3n € N)(Vk € N\{1} ungerade)k fn
Korrekt ist die Negierung, wie man am Beispiel n Zweierpotenz sieht.
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3. Aussage: (Vn € N ungerade)(3k € N\{1} ungerade)k|n
Negierung: (In € N ungerade)(Vk € N\{1} ungerade)k [n
Korrekt ist die Negierung, wie man am Beispiel n = 1 sieht.
4. Aussage:
(Vn € N gerade)((3k € N)(k|n) A (k ungerade) A (Vk € N)(k|n) A (k ungerade) = k = 1)
Negierung:
(3n € N gerade)(( Bk € N)(k|n) A (k ungerade) V (3k € N)(k|n) A (k ungerade) # k = 1)
Korrekt ist die Negierung, wie man am Beispiel n gerade, aber nicht Zweierpotenz sieht.
5. Aussage: (Vm,n € N)((m > n) A (m <n) = (m =n))
Negierung: ((3m,n € N)((m > n) A (m <n) # (m =n))
Korrekt ist die Aussage, denn fiir je zwei verschiedene natiirliche Zahlen m, n gilt entweder
m < n oder m > n.

6. Aussage: (VM Menge)((|M] < 00) = (|M| < |P(M)))
Negierung: ((3M Menge)((|M| < 00) & (M| < |P(M)))
Korrekt ist die Aussage, denn fiir alle nichtnegativen ganzen Zahlen n gilt n < 2".

G 6 (Potenzmenge)
1. Sei M = {a,b}. Wie viele Elemente hat P(P(M))? Geben Sie alle Elemente von P(P(M))

an.
Hinweis: Eine Unterscheidung der Félle a = b und a # b bietet sich an.

2. Sei E eine Menge. Zeigen Sie, da8 fiir alle A, B € P(F) gilt:

ANB=A<+= ACB+—= AUB=B.

Lésung:
1. Fiir endliche Mengen M gilt |P(M)| = 2™ also gilt |P(P(M))| = 2*' = 4, falls a = b,
und |P(P)(M)| = 2%° = 16, falls a # b.
In beiden Fiéllen gilt

P(P(M)) = {0,{0}, {{a}}, {{0}}, {{a,b}}, {0, {a}}, {0, {b}}, {0, {a,0}},
{0,{a},{0}},{0,{a},{a,0}},{0,{b},{a,b}} {0, {a},{b},{a, b}
{{a}. {03}, {{a} . {a, b}}, {{b} . {a,0}}, {{a}, {0}, {a, b}}}

2. Alle drei Aussagen sind dquivalent zu v € A = z € B.



