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I. Logik und Mengenlehre

Gegenstand der Analysis I ist die Menge R der reellen Zahlen und der Funk-
tionen f:R — R. Um mit diesen Begriffen systematisch und prazise umgehen
zu konnen, benotigen wir eine Sprache. Die Sprache der Mathematik ist die
Mengenlehre. 'Wie man mit mathematischen Sachverhalten umgeht, lehrt uns
die Logik. Sie spielt die Rolle der Grammatik der Mathematik.

I.1 Quantoren und Aussagenlogik

Die Logik handelt von Aussagen, die nach gewissen Regeln aus bestimmten
Zeichen aufgebaut werden. Wir betrachten eine Aussage als wohlgeformt, wenn
sich ,, entscheiden* lasst, ob sie wahr oder falsch ist. Wohlgeformte Aussagen
sind beispielsweise

1) 0 ist eine ganze Zahl.

2) 24+2=5.

3) a+ a=2a gilt fir jede ganze Zahl a.
Keine wohlgeformte Aussage hingegen ist etwa

Na=x+o.

Vorsicht: Wir stellen uns hiermit auf einen naiven Standpunkt. Die Wahrheit
einer Aussage kann namlich von gewissen Grundannahmen abhangen, die man

Axiome nennt. Wenn im folgenden von Aussagen die Rede ist, sind damit immer
wohlgeformte Aussagen gemeint.

Definition I.1.1.  Seien p und ¢ Aussagen. Wir bilden:
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(i) Negation: —p (nicht p) ist genau dann wahr, wenn p falsch ist.

(ii) Konjunktion: p A q (p und q) ist genau dann wahr, wenn p und ¢ wahr
sind.

(iii) Disjunktion: pV q (p oder q) ist genau dann wahr, wenn p oder ¢ wahr
ist (dies ist kein ausschlieBliches , oder®).

(iv) Implikation: p = q (p impliziert q; aus p folgt ¢) ist definiert als (—p)Vgq.
Die Wahrheit dieser Aussage ist gleichbedeutend mit ,, Wenn p wahr ist,
dann ist auch ¢ wahr* (Nachweis!)

(v) Aquivalenz: p <= q (p ist Aquivalent zu ¢) genau dann, wenn beide wahr
oder beide falsch sind. ]

Die Wahrheitswerte der oben definierten verkniipften Aussagen sind in der
folgenden Wahrheitstafel zusammengefasst:

p q —p pAg pVgq pP=q p=q

W W F W W W W

144 F F F 144 F F

F 1% 144 F W 1474 F

F F 1474 F F 1474 1474
||

Die folgenden Merkregeln verifiziert man direkt durch Aufstellen der jewei-
ligen Wahrheitstafel.

Merkregeln fiir den Umgang mit logischen Operatoren

Bemerkung 1.1.2.

(a) Doppelte Verneinung bejaht: —(—p) <= p. Diese Aussage ist unabhingig
von p wahr. Solche Aussagen nennt man allgemeingiiltig.

(b) Negation vertauscht A und V: (de Morgansche Regeln):
~(pVg) <= pA-g und —(pAg) < -pV g

(¢) Wir schreiben W bzw. F fiir die Aussage, die immer wahr bzw. immer
falsch ist. Dann gilt fiir jede Aussage p:

pANF<—F, pVF<=p und pAW<=p pVW<=W.

Dies sind also 4 allgemeingiiltige Aussagen.
(d) Logische Distributivgesetze: Fiir Aussagen p,q,r gelten:

pA(gVr)e (pAg)V(pAr) und pV(gAT) & (pVg A(pVr). =

Bemerkung 1.1.3.  (Regeln fiir logisches Schliefien)
(1) Direkter Schluss:

(PN (p=4q)=q
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Ist p wahr und impliziert p die Aussage ¢ (d.h. folgt aus der Wahrheit von p die
Wahrheit der Aussage ¢q), so ist ¢ wahr. Die Allgemeingiiltigkeit dieser Aussage
verifiziert man direkt anhand der Tabelle.

Beispiel: Es ist sehr instruktiv, sich diesen Schlufl an einem Beispiel klarzu-
machen:

p: Es ist Montag.
q: Es regnet heute.
p = q: Es regnet an jedem Montag.

Die Schlussweise besagt also: ,, Wenn heute Montag ist*“ und ,, Wenn es
jeden Montag regnet“, dann ,, regnet es heute“.

(2) (mgN(p=4q)) = —p
Im Beispiel: ,, Wenn es heute nicht regnet und wenn es jeden Montag regnet,
dann ist heute nicht Montag. “

(3) Kontraposition:

(p=q) = (~¢= ).

Im Beispiel: ,, Es regent jeden Montag* <= ,, Wenn es nicht regnet, ist es nicht
Montag“.

(4) Schlussketten: In der Notation logischer Schliisse verwenden wir zwei
Typen von Schlussketten: In einer Schlusskette des Typs

P11 == P2 < ... < Dp

verstehen wir das Zeichen <= als ein Symbol, das uns signalisiert, dass alle
Aussagen p; <= ps2, p2 <= p3 usw. wahr sind. Man sagt auch, dass die
Aussagen durch A quivalenzumformungen auseinander hervorgehen. Insbesondere
gilt dann p; <= p,,. Zum Beispiel folgt die Giiltigkeit von (3) unter Verwendung
der doppelten Verneinung (I.1.2(a)) aus folgender Kette von Aquivalenzen:

(p=q) <= (-p) Vg <= qV (-p) < (—q¢ = —p).

Entsprechend verwenden wir das Symbol =. In einer Schlusskette des
Typs
PL = P2 = ... = Dn

bedeutet es, dass alle Aussagen p; = pa, ps = p3 usw. wahr sind. Insbesondere
gilt dies dann fiir p; = p,, . [ |

Bemerkung I.1.4.  (Formale Struktur mathematischer Sétze bzw. Beweise)
Typischerweise haben mathematische Sétze die Gestalt:

p=4q.

In einem Beweis geht es also um die Verifikation einer solchen Aussage. Es gibt
mehrere Moglichkeiten des Vorgehens:
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(1) direkter Beweis: Man nimmt an, die Voraussetzung p ist wahr und
schlieit hieraus, dass die Behauptung q wahr ist (siehe 1.1.1(iv)).

ir den indirekten Beweis gibt es zwei Varianten, die auf den A quiva-
2) Fir den indirekten B s gibt i Variant di fden A
lenzen ,
Def.
(p = q)<=(~q = —p) <> ~(pA—q)
beruhen.
a) Man nimmt an, dass ¢ falsch ist und leitet daraus ab, dass p falsch ist.
M i t d falsch ist und leitet d b, d falsch ist

(b) Die andere Variante besteht darin anzunehmen, dass p wahr ist und ¢
falsch und daraus einen Widerspruch herzuleiten. Hiermit ist die Wahrheit der
Aussage —(p A —q) bewiesen und damit p = q. [

Die Menge der naturlichen Zahlen sei mit
N:={1,2,3,...}

bezeichnet. (“:= bedeutet hier definierte Gleichheit, oben wird also die Menge
N erst definert.)

Wir betrachten ein erstes Beispiel fiir einen indirekten Beweis.

Satz 1.1.5. Ist n eine durch 4 teilbare natiurliche Zahl, so ist n + 3 keine
Quadratzahl.

Beweis. (Indirekter Beweis) Wir nehmen an, n + 3 sei eine Quadratzahl, d.h.,
es gibt eine natiirliche Zahl k mit n + 3 = k2.
1. Fall: £ ist gerade, d.h., es gibt eine natiirliche Zahl m mit k£ = 2m.
Dann ist k2 = 4m? durch 4 teilbar und folglich n = k? — 3 nicht durch 4 teilbar.
2. Fall: k ist ungerade, d.h., es gibt eine natiirliche Zahl m mit k = 2m+1.
Dann ist k2 = 4m? +4m + 1, d.h. k? — 1 ist durch 4 teilbar, also n = k? — 3 =
(k? — 1) — 2 nicht. n

Definition 1.1.6. (Quantoren)

(1) Der Allqguantor: Sei J eine Menge (vgl. hierzu den néchsten Abschnitt)
und (p;);es eine Familie von Aussagen, d.h., fiir jedes j € J ist p; eine Aussage.
Dann ist

(Vj e J)p;

die Aussage, die genau dann wahr ist, wenn p; fir alle j € J wahr ist.
Beispiele:
(a) (Vn € N),,n ist gerade“ ist falsch, da 3 nicht gerade ist.

|
p’IL

(b) (Vn € N)n < n? ist wahr.
(2) Der Existenzquantor: Ist (p;j)jes eine Familie von Aussagen, so ist

(35 € J)p;
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die Aussage, die genau dann wahr ist, wenn ein jo € J so existiert, dass pj,
wahr ist.

Beispiele:
(a) (In € N) , n ist gerade“ ist wahr.
(b) (In € N) ,, n ist Primzahl® ist ebenfalls wahr.

(3) Verschirfter Erxistenzquantor: Die Aussage
(3'j € J) Dj

bedeutet: Es existiert genau ein jo € J, so dass p;, wahr ist.

Beispiele:
(a) (In e N) , n ist gerade* ist falsch.
(b) (3'n € N) n3 = 27 ist wahr. n

Bemerkung 1.1.7.  (Merkregeln fiir den Umgang mit Quantoren)
(a) Die Entsprechungen der de Morganschen Regeln fiir Quantoren sind

ﬁ((w e J)pj> e (FjeJ)-p; und ﬂ<(Elj c J)pj) = (VjeJ)p,.

(b) Man darf Existenz- und Allquantor im allgemeinen nicht vertauschen:

SVnEN)(EIkEN)ngk = (EIkEN)(VnGN)ngli.

s
-~ -~

w F

1.2 Mengenlehre

Dem Begrift der Menge stellen wir uns naiv gegentiber, d.h., wir stellen uns auf
den Standpunkt, dass wir eine Menge kennen, wenn uns gesagt wird, welche
Elemente sie enthalt. Wie kann das aussehen?

Ist M eine Menge, so schreiben wir

reM

fiir die Aussage, die genau dann wahr ist, wenn x Element der Menge M ist,
und

r¢ M:< —-(xeM).

Hierbei verwenden wir das Symbol : < fiir definierte Aquivalenz. Durch obige
Zeile wird die Bedeutung des Symbols ¢ definiert.
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Definition 1.2.1.  (Beschreibung von Mengen)

(1) (Aufzdhlung der Elemente) Eine Menge kann durch Aufzéhlung ihrer
Elemente beschrieben werden:

M ={4,6,%}, N = {+,—,8}.
N ={1,2,3,...} — Die Menge der natiirlichen Zahlen
No = {0,1,2,3,...}
7 =4{0,1,-1,2,-2,3,-3,...} — Die Menge der ganzen Zahlen
Beachte: {1,2,3,2} = {1,2,3}.
Eine andere Moglichkeit besteht in der Beschreibung durch andere Mengen:
Q= {g:p € Z,q € N} — Die Menge der rationalen Zahlen

(2) (Aussonderung) Die Elemente einer Menge konnen durch eine Aus-
sageform spezifiziert werden: Zu jedem Element x einer Menge M sei uns eine
Aussage p(x) gegeben. Wir nennen das Symbol p(x) dann eine Aussageform
und z die freie Variable in p(x). Wir kénnen hiermit die Menge

N:={x e M:p(x)}:= {x € M:p(x)ist wahr}
bilden. Sie enthélt genau die Elemente z von M, fiir die die Aussage p(x) wahr

ist. Genau wie in Definition der Quantoren, kann man (p(zx)).cns auch als eine
Familie von Aussagen auffassen. [ ]

Beispiele:
a) Die Menge der geraden Zahlen
G={neN:(ImeN)n=2m} ={n € N:n ist gerade}

Hier ist p(n) die Aussage ,, (3m € N)n = 2m “ bzw. , n ist gerade*.
b) Die Menge aller Primzahlen

P = {n € N:n ist Primzahl}.
Hier ist p(n) die Aussage ,, n ist Primzahl“. [

Bemerkung I1.2.2. Die Einschréankung = € M in Definition 1.2.1(2) ist
wesentlich, da sie unerlaubte Konstruktionen wie die folgende ausschlief3t:

R:={z:x ¢ x} — die sogenannte Russelsche Unmenge.

Diese Definition fithrt zu einem Widerspruch (der Russelschen Antinomie!),
wenn man fragt, ob die Menge R selbst Element von R ist:

e Ist R € R, so folgt aus der definierenden Eigenschaft der Menge R, dass
R ¢ R ist — Widerspruch; und

I Bertrand Russel (1872-1969), englischer Mathematiker, Logiker und Philosoph.
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e ist R ¢ R, so gilt die definierende Eigenschaft der Menge R fiir R, so dass
R € R gilt — Widerspruch!

Diese Art von Konstruktion weist auf Probleme hin, die man erhélt, wenn
man Mengen von Mengen betrachtet. Insbesondere gilt:

Es gibt keine ,Menge aller Mengen “! [ ]

Definition 1.2.3. (1) A C B (A ist Teilmenge von B) bedeutet x € A =
r € DB.

(2) A= B:<= ((x € A) < (z € B)), d.h., zwei Mengen sind genau
dann gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten. Man beachte

A=B <= (ACB)A(BC A).

(3) @: Die leere Menge. Sie enthélt keine Elemente; die Aussage = €
ist immer falsch bzw. x € @ <= F. u

In der folgenden Definition stellen wir zusammen, wie wir aus Mengen
neue Mengen konstruieren diirfen. dass hierbei Vorsicht geboten ist, zeigt die
Russelsche Antinomie.

Definition 1.2.4.  (Konstruktion neuer Mengen) Seien X und Y Mengen.
(i) Das Komplement von Y in X beschreiben wir durch Aussonderung:

X\Yi={zreX:z¢Y}
(ii) Die Vereinigung zweier Mengen
XUY:={zmzrxeXVrxeY}

lasst sich nicht durch Aussonderung beschreiben.

(iii) Den Durchschnitt zweier Mengen beschreiben wir wieder durch Aus-
sonderung;:
XNY:={zeXzeY}={nrxeXNzeY}

(iv) Beliebige Durchschnitte und Vereinigungen: Ist {A;:j € J} eine
Menge von Mengen, so definieren wir

U Aji={z:(3jeJ)z e A;}

JjeJ

Dann ist z € U,;c; 45 & (Fj € J) x € A;j. Ist J = O, so ist diese Aussage
immer falsch und daher |J;.; A; = ©. Analog definieren wir fiir eine nichtleere
(Index-)Menge J:

m Ajir={z:(Vj e J) z e A}

JjedJ
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Fiir endliche Mengen J = {1,2,3,...,n} schreibt man auch

=

A;=JA4,=A04U...uA4,
1 Jjed

<.
I

bzw.

=y

Aj = ﬂAj:AlmAzm...mAn.
1 jeJ

J

(v) Die Produktmenge: Fir z € X und y € Y nennt man eine geordnete
Auflistung (x,y) ein Paar. Die Menge

XxY:i={(z,y)rz e XNyeY}

heifit Produktmenge (kartesisches Produkt) von X und Y.

Folgende Konstruktion ist etwas allgemeiner. Sind Ay, ..., A, Mengen und
ay € Ay, ...,a, € A,, so heiBit die geordnete Liste (a1, as,...,a,) ein n-Tupel
(2-Tupel sind Paare; 3-Tupel werden Tripel genannt). Man definiert dann

Ay x...xAn::{(al,...,an):al EAl/\.../\CLnEAn}.
Fiur Ay = Ay = ... = A,, schreibt man auch

A=A x ... x A, =Ax...xA.
———

n Faktoren

Beispiele:
a) Z3:={(n,m,k):n,m,k, € Z}
b) Die Mengen A:= {%,0} und B:= {e,1} liefern

A x B ={(%,0),(x1), (o), (o, 1)}.

(vi) Die Potenzmenge: Ist A eine Menge, so heifit
P(A):={B:BC A}

die Potenzmenge von A. Sie enthéilt alle Teilmengen von A.
Beispiel: Fir A = {0,1} ist P(A) = {0,{0},{1},{0,1}}.
Beachte: Fiir jede Menge A gilt @ C A. [
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1.3 Funktionen

Seien X und Y Mengen. Eine naive Definition einer Funktion bzw. Abbildung
f: X — Y konnte beispielsweise so aussehen: ., Eine Funktion f: X — Y ist
eine Vorschrift, die jedem Element von X genau ein Element von Y zuordnet“.
Hierbei haben wir zuerst zu klaren, was man unter einer ,, Vorschrift “ versteht.

Definition 1.3.1. Es seien X und Y Mengen. Eine Funktion (Abbildung) f
ist ein Tripel (X,Y,I's), bestehend aus den Mengen X, Y und einer Teilmenge
I'y C X xY, fir die gilt:

(Ve e X)3yeY) (z,y) e I'y.

Bezeichnungen:

1) Ist (z,y) € I'y, so heifit f(z) := y Funktionswert an der Stelle x; man
schreibt auch = — f(z), womit suggeriert wird, dass dem Element x € X
das Element f(x) aus Y zugeordnet wird.

2) X heifit Definitionsbereich.
3) Y heiit Werte- oder Bildbereich.
4) Tt heifit Graph der Funktion.

Zwei Funktionen sind also genau dann gleich, wenn ihre Definitionsbereiche,
Wertebereiche und Graphen iibereinstimmen.

5) Man schreibt f: X — Y fiir Funktionen der Gestalt (X,Y,I';), d.h. mit
Definitionsbereich X und Bildbereich Y .

6) Die Menge f(X):={yeY:(Jz € X)y = f(z)} heiit Bild von f.
Fiir eine Teilmenge A C X heifit f(A):={yeY:(Fr € A)y = f(x)} das
Bild von A unter f.
Fir BCY heiit f~1(B):={z € X: f(z) € B} das Urbild von B.
Fiir B = {y} C Y schreiben wir kiirzer f=1(y):= f~1({y}). n

Beispiel 1.3.2. Sei X =Y =7Z.
(a) f(z) =2%+5 hat den Graphen 'y = {(x,y) € Z*:y = 2* + 5}.
(b) f(x) =« +1 hat den Graphen I'y = {(z,y):y = =z + 1}.
(c) Es gibt keine Funktion f:Z — Z, deren Graph die Menge I" = {(x,y) €
Z2:y* =z} ist (Skizze!).
(d) Funktionen miissen nicht immer auf Zahlenmengen definiert sein; eine
durchaus sinnvolle Funktion ist etwa:

f:{Menschen} — Ny, x+— Alter von x. u
Definition 1.3.3. (1) Die identische Funktion auf der Menge X :
idx = (X, X, Tiay ),
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wobei der Graph T'ig, = {(x,y) € X x X:z =y} die Diagonale ist. Wir haben
also idx (z) = z fir alle x € X.

(2) Die konstante Abbildung auf yo € Y ist durch f: X — Y, f(x) = yo fur
alle x € X definiert. Ihr Graph ist die Menge I'y = {(z, yo):x € X }.

(3) Eine Moglichkeit, aus einer schon vorhandenen Abbildung eine neue
zu gewinnen, ist die Restriktion oder Finschrdinkung einer Abbildung auf eine
Teilmenge ihres Definitionsbereichs: Ist f: X — Y eine Abbildung und A C X,
so wird durch

flarA=Y, z f(z)

die Einschrinkung von f auf A definiert. Der Graph dieser Funktion ist I'fj4 =
I'rN(AXxY)={(z,y) e AxY:y=f(z)} CTy. n

Bei einer Funktion f: X — Y wird jedem = € X genau ein f(x) €
Y zugeordnet. Fiir ein y € Y kann es aber mehrere Urbilder geben. Man
unterscheidet daher mehrere Typen von Funktionen:

Definition 1.3.4.  Eine Funktion f: X — Y heifit
(a) injektiv, wenn jedes y € Y hochstens ein Urbild hat, d.h.

(Vz € X)(Va' € X) f(z) = f(2') = x = 2.
(b) surjektiv, wenn jedes y € Y mindestens ein Urbild hat, d.h.
(Vy e Y)(Fr € X)y = f(2),

dh. f(X)=Y.
(c) bijektiv, wenn jedes y € Y genau ein Urbild hat, d.h. wenn f injektiv und
surjektiv ist.
|

Die Surjektivitdt von f besagt, dass die Gleichung f(z) = y fiir jedes
y € Y losbar ist, wohingegen die Injektivitat die Eindeutigkeit der Losung
bedeutet (sofern sie existiert).

Beispiel 1.3.5.

(a) Die Funktion

ffN—=Nn—n+1
ist injektiv, aber nicht surjektiv.

(b) Die Funktion
n—1, fallsn > 2
1, falls n =1

ist surjektiv, aber nicht injektiv (denn f(2) = f(1) =1).

(¢) Die Funktion

f:N—>N,n&—>{

f:Z — Z,n— n?

ist weder injektiv noch surjektiv. |
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Umkehrfunktionen

Sind X und Y zwei Mengen und ist R C X X Y, so setzen wir
R Y={(y,2) €Y x X:(x,9) € R}.
Eine Teilmenge R C X X Y nennt man eine Relation (zwischen X und Y).

Satz 1.3.6. Fur eine Funktion f: X —'Y sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

(1) f ist bijektiv.
(2) (Ty)~! ist der Graph einer Funktion g:Y — X, d.h., (Y,X,(Ty)~') ist
eine Funktion.

Beweis. (Y, X, (I'f)~!) ist genau dann eine Funktion, wenn es zu jedem y € Y
genau ein z € X mit (y,z) € (I'y)~! gibt. Dies ist nach der Definition von
(I'f)~! genau dann der Fall, wenn es zu jedem y € Y genau ein z € X mit
(x,y) € T'y gibt. Dies wiederum ist dquivalent zur Existenz genau eines x € X
mit y = f(x) fiir jedes y € Y, was heifit, dass f bijektiv ist. [

Definition 1.3.7. Erfillt f: X — Y die Bedingungen von Satz 1.3.6, so
schreiben wir f~1:= (Y, X, (L'f)™1) (bzw. f~1Y — X)) fiir die Funktion mit
dem Graphen T'y-1 = (I'y)~!. Sie heifit Umkehrfunktion von f.

Fir x € X und y € Y ist (z,y) € 'y dquivalent zu f(z) = y und
f~Y(y) = x. Insbesondere gilt

FHUf@) =2 und f(f7'(y) =y
Beachte: Fiir jede Funktion f: X — Y und jede Teilmenge B C Y ist die
Urbildmenge f~!(B) immer definiert; ob f bijektiv ist oder nicht. In diesem

Sinne verwenden wir das Symbol f~! also auch, wenn keine Umkehrfunktion zu
f existiert. n

Beispiel 1.3.8. Fiir die Funktion f:Q — Q, f(x) = 3z +2 ist die Umkehrfunk-
tion f~' gegeben durch f~!':Q — Q, f7l(y) = LF=. -

Definition 1.3.9. Sind f: X — Y und ¢:Y — Z Funktionen, so wird durch
gofi X —Z x—g(f(x))

eine Funktion definiert (Nachweis!). Sie heifit die Komposition (Verknipfung)
der Funktionen f und g. |
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Bemerkung 1.3.10. (a) Ist eine Funktion f:X — Y bijektiv, so gilt
fof ! =idy und f~'o f = idy. Das folgt sofort aus den beiden Formeln
in Definition 1.3.7.

(b) Fiir
ffQ—Q, x—3z+1 und ¢gQ—Q, =zr—az*-1
ist
gof:Q—-Q, z+ 3x+1)>—1=092%+6x

und
fogQ—Q, z—3@*-1)+1=32"-2.

Insbesondere erkennt man an diesem Beispiel, dass fiir zwei Funktionen f, g: Q —
Q im allgemeinen fog # go f gilt. ]

Aufgabe 1.3.1. (a) Sind f: X — Y und ¢:Y — Z injektive (surjektive)
Abbildungen, so ist auch deren Komposition go f: X — Z injektiv (surjektiv).
(b) Ist f: X — () eine Funktion, so ist X = (.
(c) Fiir jede Menge Y ist f = (0,Y,0) eine Funktion. Ihr Graph I'; ist
die leere Menge. Man beachte, dass auch die Menge @ x Y leer ist. ]

Aufgabe 1.3.2. Seien X und Y Mengen sowie f: X — Y eine Funktion und
fPY) = PX), Aw f7H(A)

die Abbildung, die jeder Teilmenge von Y ihr Urbild in X zuordnet. Zeigen Sie:

(1) f ist genau dann injektiv, wenn f* surjektiv ist.

(2) f ist genau dann surjektiv, wenn f* injektiv ist. ]

Aufgabe 1.3.3. Zeige: Eine Funktion f: X — Y ist genau dann bijektiv, wenn
eine Funktion ¢g:Y — X existiert, so dass

fog:idy und gof:idX. |

Aufgabe 1.3.4. (Komposition von Funktionen ist assoziativ) Zeige: Sind
fiX—=Y,gY — Z und h: Z — U Funktionen, so gilt

(hog)of=ho(gof) u
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Maichtigkeit von Mengen

Definition 1.3.11.  (a) Eine Menge X heiflt endlich, wenn sie leer ist oder
eine surjektive Abbildung

f:{5,2,...,n} = X

fiir ein n € N existiert. Sie heif3t abzdhlbar, wenn sie leer ist, oder es eine
surjektive Abbildung f:N — X gibt, d.h. wenn man die Elemente von X
»abzdhlen“ kann: X = {f(1), f(2),...} bzw. X = {z1,22,23,...}. Wenn sie
nicht abzahlbar ist, so nennen wir sie tberabzdhlbar.

(b) Zwei Mengen X und Y heiflen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive
Abbildung F: X — Y gibt. Zwei Mengen X und Y sind also genau dann
gleichmachtig, wenn es moglich ist, jedem Element x € X genau ein Element
y € Y derart zuzuordnen, dass jedes Element von Y genau einem Element von
x zugeordnet ist. Man stellt sich vor, dass die beiden Mengen X und Y dann
» gleichviele“ Elemente enthalten, wieviele es auch sein mogen. |

Bemerkung 1.3.12.  (a) Jede endliche Menge M ist gleichméchtig zu genau
einer Menge der Gestalt {1,2,...,n}, n € Ny. In diesem Fall schreiben wir
|M| =n. Die Menge M hat n verschiedene Elemente (Nachweis!).

(b) Ist X eine abzdhlbare Menge und f: X — Y eine surjektive Funktion,
so ist auch Y abzéhlbar. (Ist g:N — X surjektiv, so ist fog:N — Y surjektiv.
(Nachweis!))

(c) Jede endliche Menge ist abzéhlbar (Nachweis!).

(d) Jede unendliche abzéhlbare Menge ist gleichméchtig zu N. Hierzu muss
man zeigen, dass aus der Existenz einer surjektiven Funktion f:N — M die einer
bijektiven Funktion g:N — M folgt. Hierzu definiert man

h(n) := min{m € N: [{f(1),..., f(m)}| =n}.

Dann ist h(n) > n fiir alle n» € N und man kann zeigen, dass h:N — N eine
injektive Funktion ist, fiir die g := foh : N — M bijektiv ist. (Details als
Ubung!) |

Satz 1.3.13. Die Mengen N und N x N sind gleichmdchtig.
Beweis. Wir definieren eine Abbildung f:N x N — N durch

(P+qg-Dlp+q-2)
2

f(p,q) = +p

Diese Abbildung ist bijektiv (Nachweis als Ubung; hierbei ist eine Skizze hilf-
reich). u
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Folgerung 1.3.14. Jede abzdhlbare Vereinigung abzahlbarer Mengen ist ab-
zdhlbar, d.h. ist M = M,, und sind alle Mengen M, abzdhlbar, so auch
M.

Beweis. Seien die Mengen M,, fiir jedes n € N abzahlbar, d.h., wir konnen sie
beschreiben als M,, = {1, %n,2,...}. Dann existiert fiir die Menge

neN

U M, = {znm: (n,m) € N x N}
neN

eine surjektive Abbildung NxN — J, .y M, , sie ist also abzéhlbar (Bemerkung
1.3.12(b)). n

Folgerung 1.3.15.  Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Beweis. Da die Menge Z abzahlbar ist, ist fir jedes n € N die Menge %Z =
{E:p € Z} abzéhlbar. Wegen

1
Q=J-z
neN
folgt die Abzahlbarkeit von Q daher aus Folgerung 1.3.14. [ ]

Satz 1.3.16. (Cantor!'-Russel) Sei X eine Menge. Dann existiert keine sur-
jektive Funktion f: X — P(X), insbesondere auch keine bijektive.

Beweis. Sei f: X — P(X) eine Funktion. Wir zeigen, dass f nicht surjektiv
ist, indem wir zeigen, dass die Menge A:= {x € X:2z ¢ f(z)} nicht in f(X)
liegt. Wir fiihren einen indirekten Beweis; dazu nehmen wir an, dass A = f(y)
fiir ein y € X gilt.

1. Fall: y € f(y). Dann ist y € A, also y ¢ f(y); Widerspruch!

2. Fall: y ¢ f(y). Dann ist y € A = f(y); Widerspruch!
Die Annahme ist also falsch, d. h. es gilt A ¢ f(X). u

Eine wichtige Folgerung aus Satz 1.3.16 ist, dass es keine grofite Menge
gibt, denn fiir jede Menge X ist die Potenzmenge P(X) echt grofler.

Folgerung 1.3.17.  Die Menge P(N) aller Teilmengen der natirlichen Zahlen
st nicht abzahlbar. |

1 Georg Cantor (1845-1918), deutscher Math. in Halle, Begriinder der Mengenlehre; be-
suchte 1859-1862 die Hohere Gewerbeschule in Darmstadt, studierte in Berlin.



1.4. Das Prinzip der vollstandigen Induktion 15

I.4. Das Prinzip der vollstandigen Induktion

In diesem Abschnitt werden wir die natiirlichen Zahlen etwas genauer betrachten.
Hierbei werden wir das Beweisprinzip der vollstandigen Induktion kennenlernen.
Wir stellen uns hier auf den Standpunkt, dass wir die natirlichen Zahlen

N={1,2,3,...} bzw. No={0,1,2,3,...},

die ganzen Zahlen
7 ={0,£1,+2,43,...}

und die rationalen Zahlen (Briiche)
Qz{%pEZﬂEN}
kennen. Wir haben damit folgende Inklusionen von Mengen:
NCZCQ.

Am Anfang unserer Uberlegungen steht das:

| Wohlordnungsprinzip |

| JEDE NICHTLEERE TEILMENGE M C N BESITZT EIN KLEINSTES ELEMENT. |

Wir werden dieses Prinzip als ein Axiom iiber die Menge N der natiirlichen
Zahlen betrachten. Man sollte sich an dieser Stelle noch einmal bewusst machen,
dass wir nicht axiomatisch prazisiert haben, was die natiirlichen Zahlen sind,
sondern von einer naiven Vorstellung der Menge N mit ihren arithmetischen Op-
erationen ausgehen. Prézisiert man die Eigenschaften von (N, +,-) axiomatisch
(Peano-Axiome?), so ist das Wohlordnungsprinzip letztendlich in die Axiomatik
eingebaut.

Aus dem Wohlordnungsprinzip leiten wir sogleich eine wichtige Folgerung
ab:

Satz I.4.1. (Das Prinzip der vollstandigen Induktion) Sei (py,)nen eine Familie
von Aussagen. Gilt

(A) p und

(S) pn = Pny1 fir alle n € N,
so gilt: (Yn € N)p,.
Beweis. (Indirekter Beweis) Wir betrachten die Menge M := {n € N:—p,}.
Ist M nicht leer, so besitzt M nach dem Wohlordnungsprinzip ein kleinstes
Element m. Wegen (A) ist m # 1. Daher ist m — 1 eine natiirliche Zahl
mit m — 1 ¢ M, d.h., p,—1 ist wahr. Wegen (S) ist dann auch p,, wahr; ein
Widerspruch. [ ]

1 Guiseppe Peano (1858-1932), italienischer Mathematiker in Torino, formulierte 1892 das

Peanosche Axiomensystem fiir die natiirlichen Zahlen.
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Mochte man fiir jede natiirliche Zahl n eine Aussage p, beweisen, so kann
man also wie folgt vorgehen:
Induktionsanfang (A) Zeige die Aussage p .
Induktionsschritt (S) Zeige: (Yn € N) p, = pn41, d.h., aus der Induktionsan-
nahme p, wird die Aussage p,y1 hergeleitet.

Anschaulich:
pPr = P2 = p3 = P12 =
w w %74 w

(Dominoprinzip!)
Man kann das Induktionsprinzip auch verwenden, um mathematische Objekte
rekursiv zu definieren.

Definition 1.4.2. Ist n € N und sind z1,...,x, € Q, so setzen wir
r1+ao+ ...tz =@ +ao+...+xp)+x, firn>1

dass man hiermit jede mogliche Anzahl von Summanden erfasst, folgt sofort aus
dem Induktionsprinzip. Weiter definiert man

ij:: Z T =21 +x2+...+ T,
j=1

]G{l,Q,,TL}
und
0
Z T = Z z; =0
J=1 JjED
(die leere Summe).
Analog definiert man Mehrfachprodukte

Ty T oo Ty = (T1 - To ... Tp_1) T, firn>1

und weiter

n
HI’jZ: H Tji=T1 -T2 ... Tn.
Jj=1

j€{1527~"an}

Hier setzen wir
0
H:Ej = H xz; =1 (das leere Produkt).
J=1 JjED

Speziell definieren wir fiir n € Ny die n-te Potenz von x durch

Ist z #0 und n € Z, n <0, so setzen wir x" := (]

x—" "
Wir schauen uns jetzt an einigen Beispielen an, wie das Induktionsprinzip
fiir Beweise verwendet werden kann.
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Satz 1.4.3. (a) Fir alle neN gilt Y, _, k= @
(b) Fiir alle n,m € N und q € Q gilt ¢™q" = ¢"*™
(¢c) Fiir alle n,m € N und g € Q gilt (¢™)" = ¢™™
Beweis. (a) (A) (n=1) Y ,_, k=1 =20 gt richtig.
(S) Es gelte >_, k= @ Dann ist

n+1
Zk_ZkJr n+ 1) =2 = (4 D)(2+1) = (n+ 1) 22
k=1

(b) (A) (n=1) ¢™q* = q™*! folgt fiir alle m € N aus der Definition.
(S) Es gelte ¢"q" ! = ¢™T(»=1 fiir alle m € N. Dann ist

qmqn _ qm(qnflq) _ (qmqnfl)q — qm+(n71)q _ qur(nfl)Jrl _ qurn
(c) (A) (n=1) (¢g™)! = ¢™ gilt trivialerweise.
(S) Es gelte (¢™)"+ = q(” DUm fiir alle m € N. Dann ist wegen (b)
(qm)n — (qm)n—lqm — q(n—l)mqm — q(n—l)m+m — qnm. -

Man beachte, dass der Induktionsanfang (A) sehr wesentlich ist, denn z.B.
lasst sich fiir die Aussagen

Dn Zk_g 1)+5

zeigen, dass p, = pp41 fur alle n € N gilt. Der Induktionsschluss wie im
Beweis von Satz 1.4.3(a) ldsst sich also problemlos durchfithren, obwohl keine der
Aussagen p,, wahr ist.

Mit der Formel aus Satz 1.4.3(a) verbindet sich eine berithmte Anekdote
um Carl Friedrich Gaufs'. Dieser bekam im Alter von sieben Jahren von seinem
Lehrer die Aufgabe gestellt, alle Zahlen von 1 bis 100 aufzusummieren. Carl
Friedrich fing dies etwas anders an als seine Klassenkameraden, und zwar so:

1 + 2 4+ 3 + . + 50 +
100 + 9 + 98 + ... + 52 + 5l
= 101 + 101 + 101 + e + 101 = 101-50 = 5050

Dieser Ansatz steckt auch implizit in der soeben bewiesenen Formel:

100
>k =101- 23 = 5050.
k=1

1 Carl Friedrich GauB (1777-1855), Mathematiker und Physiker in Gottingen, leistete

entscheidende Beitrédge in vielen Bereichen der Mathematik.
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Satz 1.4.4. Seien M wund N mnichtleere Mengen mit n FElementen. Dann

existieren genau
nl:=1-2-3---n (n-Fakultdt)

bijektive Abbildungen von M nach N .

Beweis. (Induktion nach n).

(A) n=1: Dann gilt |[M|=|N|=1 und es gibt genau eine Bijektion.

(S) Sei M = {z1,...,2p41} und N = {y1,...,Ynt1}, wobei alle x; bzw. y;
jeweils paarweise verschieden seien. Ist f: M — N eine Bijektion, so gibt
es fir f(z,41) genau n + 1 Moglichkeiten. Ist f(x,41) gegeben, so ist die
eingeschrankte Abbildung

f|{x1,...,ccn} — N \ {f(xn-l-l)}

eine Bijektion. Hierfiir gibt es nach Induktionsannahme n! Moglichkeiten, da
Hz1,...,zn}| = n und [N\ {f(zn+1)} = n gilt. Insgesamt ergeben sich so
(n+1)-n!=(n+1)! Moglichkeiten. u

Bemerkung I1.4.5. (a) Eine Bijektion f: M — M der Menge M auf sich
nennt man eine Permutation. Es gibt also n! Permutationen einer n-elementigen
Menge.

(b) Fiir den Spezialfall M = {1,2,...,n} ist eine Bijektion f:M — N
eine Aufzéhlung der Menge N als N = {f(1),..., f(n)}. Es gibt nach Satz 1.4.4
also genau n! verschieden Anordnungen der Menge N. Konkret kann man dies
folgendermaflen interpretieren: Hat man eine Menge N von n Biichern, so gibt
es n! Moglichkeiten, diese Biicher in einem Regal nebeneinander aufzustellen.

(c) Der Satz 1.4.4 bleibt fir M = N = () richtig, wenn wir

ol:=1
setzen. -

Definition 1.4.6. Fiir a« € Q und n € N definieren wir die Binomialkoef-

fizienten
(a) .:a(a—1)~--(a—n+1) (a) 1
n) n! ’ o)
Ist o € Ny, so ist
(&):{#!n)! firo<n<a«a
n 0 fir n > a,

a! ala—=1)---(a=n+1) (a=n)---2-1
n!(a —n)! n! (o —n)---2-1
ala—=1)---(a—n+1)

n!

denn
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Satz 1.4.7. (Additionstheorem fiir Binomialkoeffizienten) Fir a € Q und
n €N gilt
(o)=Go)=000)
= + .
n n—1 n

(a—1)+(a—1) _@-D-(a-1-(m-D+1)  (a-1)--(a—n)

Beweis.

n—1 n (n—1)! n!
:(a—l)---(a—n—I—l) (a—=1)---(x—n)
(n—1)! n!
:(a—l)(.ﬁ-_(o;)—!n—l—l)(l_l_a;n)
_(a=1)-(a=n+1) a
(n—1)! n
ala—=1)---(a—n+1) «
B n! :<n)

Eine leicht eingdngige Moglichkeit, sich kleine Werte der Binomialkoef-
fizienten schnell zu besorgen, stellt das Pascalsche Dreieck dar. In ihm ergeben
sich die Eintrage nach der gerade bewiesenen Formel als Summe der diagonal
dariiberstehenden:

/ (1)
L)
1 1 /
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Man sieht, wie die Binomialkoeffizienten angeordnet sind:
(:-1) (")
N+ S
(x)
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Satz 1.4.8. Fine Menge M mit m FElementen hat (ZL) Teilmengen mit n
FElementen. Insbesondere ist (ZL) € Ny fiir alle m,n € Ny.

Beweis. (Durch Induktion nach m).

(A) Ist m =0, so ist
m\ |1, fallsn=0;
n/) 10, sonst.

Die Behauptung ist also richtig, da M = @ nur eine Teilmenge mit 0 Elementen
hat.

(S) Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fiir Mengen mit m Elementen
gilt (Induktionsannahme). Sei jetzt |[M| = m + 1 und zp € M. Dann ist
M ={zo} U(M\{zo}) und |M \ {zo}| = m. Fiir eine n-elementige Teilmenge
N C M gibt es zwei Falle:

(1) 29 € N. Dannist NN(M\{zo}) eine (n—1)-elementige Teilmenge. Nach
Induktionsannahme gibt es hierfiir (nrfl) Moglichkeiten.

(2) o ¢ N. Dannist N C M \ {zo}. Hierfiir gibt es (") Moglichkeiten.
Insgesamt gibt es also

()G = ()

+ =
n—1 n n
Moglichkeiten. [ ]
Man kann den gerade bewiesenen Sachverhalt auch kombinatorisch interpretieren:
Man betrachtet die verschiedenen Moglichkeiten, die Elemente einer Menge
M = {z1,...,xmn} anzuordnen. Das geht auf m! Weisen. Ist die Menge

der ersten n Elemente N := {x1,...,z,} festgelegt, so gibt es nl(m — n)!
Moglichkeiten der Anordnung. Insgesamt ergeben sich also

(7)==

Moglichkeiten, n Elemente aus M herauszunehmen, da jeweils n!(m—n)! Anord-
nungen die gleiche Teilmenge liefern.

Satz 1.4.9. (Binomischer Lehrsatz) Fir x,y € Q und n € Ny gilt

(z+y)" = i (Z) AR

k=0

Beweis. (durch vollstdndige Induktion nach m) (A) Fir n = 0: (x +y)" =
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1=3"0_0 (1)%" ist wahr. Fiir den Induktionsschluss (S) rechnen wir:
(@ +y)""
= (@ +y)(z+y)"

Agn.(x +y) (Zn: (Z) " yn—k)

k=0

n n
“S () S ()

Auch hier kann man eine kombinatorische Interpretation finden. In der Summe
(x+y)"=(@+y)(zr+y) - (x+y) (n Faktoren)
=" 2"y

kommt der Term zFy™~* genau (Z) -mal vor, da es genau (Z) Moglichkeiten

gibt, aus der n-elementigen Menge der Faktoren eine k-elementige auszuwahlen.

Aufgabe 1.4.1. Zeigen Sie: Fiir eine Selbstabbildung f: M — M einer endli-
chen Menge M sind folgende Aussagen aquivalent:

(1) f ist bijektiv.

(2) f ist injektiv.

(3) f ist surjektiv. [ |

Aufgabe 1.4.2. Sei M eine k-elementige Menge und N eine n-elementige
Menge. Zeigen Sie:
(1) Es gibt
k—1
[[n=d)=nn-1)(n-2)---(n-k+1)
j=0
injektive Abbildungen f: M — N. Was passiert fiir k > n?
(2) Es gibt n* Abbildungen f: M — N. m
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II. Die reellen Zahlen

In diesem Kapitel wenden wir uns dem Hauptgegenstand der Analysis, der Menge
R der reellen Zahlen, zu. Wir stellen uns die reellen Zahlen als eine “kontinuier-
liche Zahlengerade” vor, mit der wir messen und Geometrie treiben wollen. Die
rationalen Zahlen sind dafiir nicht ausreichend, denn mit ihnen lésst sich nicht
einmal die Diagonale eines Einheitsquadrats messen, die bekanntlich die Lange
V2 besitzt, und diese Zahl ist irrational. Wir werden im Verlauf der Vorlesung
noch viele Griinde dafiir kennenlernen, dass die reellen Zahlen einen minimalen
Zahlbereich bilden, der den Anforderungen der Analysis gerecht wird. Es gibt
durchaus gréflere Zahlbereiche, mit denen man Analysis treiben kann (Non-
standard Analysis), und andere Zahlbereiche (p-adische Zahlen), die zwar allen
metrischen Anforderungen geniigen, aber nicht zum Messen geeignet sind. Diese
Zahlbereiche sind Gegenstand der p-adischen Analysis bzw. der Algebra.

Was sind die reellen Zahlen und welche Struktur tragen sie? Um dies zu
verstehen, betrachten wir zunachst die bekannten Strukturen auf der Menge Q
der rationalen Zahlen.

Die Menge Q der rationalen Zahlen tragt mehrere Strukturen:

(1) Die Addition:
a c ad + bc
0xQ—-0Q (b’d) Y

(2) Die Multiplikation:

exQ-Q

a C) ac
f— f— — —
b’ d bd
(3) Eine dritte Struktur ist durch die Ordnungsrelation < auf Q gegeben:

%< <— bec—ad e N

Ql o

(beachte: b,d € N).

Gegenstand dieses Abschnitts sind diese drei Strukturen, ihre Eigenschaf-
ten, und wie man sie auf die reellen Zahlen iibertragen kann. Hierbei werden
wir der axiomatischen Methode folgen, d.h., wir werden einzelne Eigenschaften
bzw. Rechenregeln als Axiome formulieren, die in dem Bereich, den wir jeweils
betrachten, gelten sollen. Dies fiihrt uns zu vielen Strukturen, die in der Mathe-
matik eine zentrale Rolle spielen. Die reellen Zahlen samt der drei Strukturen
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(Addition, Multiplikation und Ordnung) werden schliefllich durch eine Liste von
Axiomen, die sich auf diese Strukturen beziehen, (eindeutig) als vollstindig an-
geordneter Korper charakterisiert.

I1.1 Axiome der Arithmetik

Axiome der Addition

Wir betrachten zuerst die Axiome der Addition bzw. den Begriff der abelschen
Gruppe.

Definition I1.1.1.  Ein Paar (G, *) aus einer Menge G und einer Abbildung
«GxG— G, (r,y)—T*y

heiflt Gruppe, wenn folgende Axiome erfullt sind:

(A) Assoziativgesetz: (Vx,y,z € G)x*x (y*xz) = (x *y) * 2.

(N) Neutrales Element:(Je € G)(Vx € G) xxe=exx = .

(I) Existenz eines Inversen: (Vx € G)(Jy € G)rxxy=y*xx =e.
Man sagt dann auch, dass die (bindre) Operation % auf G die Struktur einer
Gruppe definiert.
Gilt zusétzlich das

(K) Kommutativgesetz: (Vr,y € G)xxy=yx*x,

so spricht man von einer abelschen Gruppe. In diesem Fall schreiben wir in

der Regel + statt x fiir die Gruppenoperation und 0 statt e fiir das neutrale
Element, das man dann auch Nullelement nennt. [ ]

Beispiel 11.1.2. (a) Einfache Beispiele fiir abelsche Gruppen sind (Z,+) und
(Q, +). Warum ist (N, +) keine abelsche Gruppe? Welche Axiome sind verletzt?
Ein weiteres Beispiel ist (Q*,-), wobei Q™ :=Q\ {0} ist.

(b) Wir betrachten die zweielementige Menge F := {0, 1} mit der Addition
modulo 2:

0+0:=1+1:=0 wund O0+1:=1+0:=1.
Dann ist (F,+) eine abelsche Gruppe. n

Aus den 4 Axiomen (A),(N),(I) und (K) einer abelschen Gruppe lassen
sich weitere Eigenschaften ableiten, die wir uns nun anschauen. Man kann sich
iiberlegen, dass keines der 4 Axiome aus den drei anderen folgt. In diesem Sinn
bilden sie ein minimales System.
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Bemerkung I1.1.3.  Sei (A, +) eine abelsche Gruppe. Wir halten einige
Folgerungen aus den Axiomen fest:

(1) Eindeutigkeit des Nullelements: Sind 0 und 0’ Nullelemente von A, so gilt
0=0+0" =0 und folglich 0 =0’.
(2) Eindeutigkeit des Inversen: Sind y und ¥’ invers zu z, so gilt

) @

(A)
y=y+0=y+(x+y) = (

I N
y+m)+y/(:)0+y/(:)y/.

Da das Inverse des Elements x € A eindeutig bestimmt ist, ist es sinnvoll,
dieses Element mit —z zu bezeichnen. Weiter definieren wir

r—y:i=z+(-y).

(3) 0 = —0: Dies folgt wegen 0+ 0 =0 aus (2).
(4) Fiir alle z € A gilt —(—z) = = aufgrund der Symmetrie von (I).
(5) Fir alle z,y € A gilt —(z+vy) = -y —x:

@t +(y-2) CPat@t(—y-2)Cr+(w-y -2

Qx—l—(O—x)@)x z 2

0.

Aus (2) folgt somit —y —x = —(x 4+ y).
(6) (Subtraktion bei Gleichungen) Es gilt x +a=b< x =b—a:

» = Es gilt x@)x—i—O(Qm—I—(a—a) D (x4+a)—a=b—a.

» <= Aus x = b—a folgt x+a:(b—a)+a(i)b+(—a+a)Qb—I—O(E)b. L

Axiome der Multiplikation
Definition I1.1.4. Ist K eine Menge mit zwei Verkniipfungen (Abbildungen)
KxK—-K, (z,yymxz+y und KxK—K, (z,y)—z-vy,

so heifit K bzw. das Tripel (K, +,-) Kdrper, falls (K, +) eine abelsche Gruppe
ist und fiir die Multiplikation folgende Axiome gelten

(MA) Assoziativgesetz: (Vr,y,z € K)x-(y-z) = (x-y) -z
(MK) Kommutativgesetz: (Vx,y e K)x-y=y-x
(E) Einselement:(31 € K)(1#£0)A(Vz e K) z-1=1 -z =uz)
(MI) Ewistenz eines Inversen: (Ve € K\{0}) (Fye K)z-y=y-x=1.
Weiter seien Addition und Multiplikation verbunden durch das
(D) Distributivgesetz: (Vx,y,z € K)z-(y+z2)=x-y+x-z. n
Man lasst bei der Multiplikation aus Bequemlichkeitsgriinden iiblicherweise
den Punkt weg und schreibt xy anstatt x -y.
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Bemerkung I1.1.5.  Wir halten wieder einige Folgerungen aus den Korper-
axiomen fest:

(7)Esgilt 0.2 =0=x-0 fir alle x € K:

N)

m-Ozx-(O—i—O)g) (©)

r-0+2- 0= 2-0=2-0—2-0=0.

(8) Wir schreiben K* := K \ {0}. Dann ist (K*,-) eine abelsche Gruppe:
Zuerst miissen wir zeigen, dass die Multiplikation die Menge K* x K* nach
K* abbildet. Sind z,y € K* und 2’ bzw. vy’ jeweils multiplikative Inverse von
x bzw. y, so erhalten wir wie in (6) zunéchst

(zy) (y/m,)(M:A)m (y(ylxl)) (M:A)x ((yy’)m/) (hg)x (laf)/) (E)xm’(l\il)l_
Wegen (7) und 0 # 1 ist daher zy # 0. Also ist die Multiplikationsabbildung
‘:KXXKX%KX7 (x7y)p_)x.y

definiert, da fir z,y € K* das Produkt xy wieder in K* liegt. Die Axiome
(MA), (MK) und (E) liefern Assoziativitdt, Kommutativitdt und das neutrale
Element (Nullelement), das in diesem Fall das Element 1 ist. Zur Existenz des
Inversen: Ist z € K* und y € K mit xy = 1, so ist y # 0 wegen (7), da sonst
l=x-y=2x-0=0 gelten wiirde. Damit ist y € K*, d.h., in K* ist die
Existenz eines Inversen gesichert.

Aus (1) bis (6) folgt jetzt: (9) Eindeutigkeit des Einselements (wegen (1)).
(10) Eindeutigkeit des multiplikativen Inversen. Man bezeichnet das multiplika-
tive Inverse von = # 0 mit ! oder % Weiter definieren wir fiir y # 0

ad = xy_l.
Y

(11) 1 =171 (wegen (3)).

(12) Fiir alle = # 0 gilt (x7 1)t =2 (wegen (4)).

(13) Fiir z,y € K* ist (xy)~! = y~l2~!: Das haben wir schon unter (8) gezeigt.

Es folgt aber auch mit (8) aus (5).

(14) Fiir a #0 gilt za =b < v =2

a

» = Aus za = b folgt % =ba" ! = (xa)a_l(M:A)gg(aa—l)(l\iI) (E) 5

rl=x,also x =2
a

,<“ Aus z = 2 folgt umgekehrt za = (bail)a(M:A)b(afla)(l\g)bl(E)b, also

xa =b.
(15) Fir alle z,y € K gilt (—z)y = —(zy):

) ™
y =

zy+ (—2)y = (z+(-2))y = 0- 0,

also (—z)y = —(zy).
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(16) Fir alle z,y € K gilt (—z) - (—y) =« -y: Wegen (15) gilt

o) ()2 = @ (~9) " —((~p) 1) D () Dyr "B 2y, m

Aufgabe I1.1.1. Sei K ein Koérper und
L:=K?*={(a,b):a,be K}.
Auf L definieren wir Addition und Multiplikation durch
(a,b) + (¢,d) :=(a+c¢,b+d), und (a,b)-(c,d):= (ac—bd,bc+ ad).
Weiter definieren wir eine Funktion
N:L - K, (a,b)— a®+0°

Zeigen Sie:
(1) N(xy) = N(z)N(y) fir x,y € L.
(2) (L,+) ist eine abelsche Gruppe.
(3) Fir z = (a,b) mit N(x) # 0 ist

ein multiplikatives Inverses.
(4) (L,+,-) ist genau dann ein Korper, wenn N(x) # 0 fiir alle  # (0,0) in

L gilt.
(5) (L,+,-) ist genau dann ein Korper, wenn a? # —1 fiir alle a € K gilt,
d.h. wenn —1 in K kein Quadrat ist. [ ]

Aufgabe I1.1.2. Wir betrachten die vier Axiome (A), (N), (I) und (K) fiir
abelsche Gruppen. Finde Paare (M, x), wobei * eine Abbildung M x M —
M, (z,y) — x *y ist, die jeweils folgenden Bedingungen gentigen:
(1) (A)a (N)7 (I)a - (K)
) (A), (N), (K), ~ (1).
(3) (N), (K), (1), — (A).

In diesem Sinn sind diese Bedingungen voneinander unabhéngig, aber
natiirlich macht (I) nur Sinn, wenn (N) erfiillt ist. u
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I1.2 Anordnung

Nachdem wir die Axiome fiir Addition und Multiplikation kennengelernt haben,
wenden wir uns nun Anordnungen auf Koérpern zu. Hierbei haben wir zu klaren,
in welchem Sinne diese Anordnungen mit Addition und Multiplikation vertraglich
sein sollen.

Definition I1.2.1.  Ein Paar (K, K,) aus einem Kérper K und einer Teil-
menge K, heift angeordneter Korper, wenn folgende Axiome gelten:

(O1) Fir alle z € K gilt genau eine der Aussagen

reK,, —xreK; oder z=0.

(0O2) Fir alle z,y € K4 ist v +y € K.

(03) Fir alle z,y € K ist x -y € K.

Die Elemente in K, heiflen positiv. Wir schreiben fiir x € K, auch = > 0.
Weiter definieren wir folgende Relationen auf K':

o >y & x—y>0,

c x>y o @>yVi=y),

e r <y & y>xund

o <y & y>z. [

Denkt man daran, dass K eingentlich nur die Menge ist, die dem Korper
(K, +,-) unterliegt, so sollte man ausfiihrlicher eine angeordneten Kérper aus-
fithrlicher als Quadrupel (K, +,-, K1) schreiben. Ein solcher Bezeichnungsmiss-
brauch ist oft bequem und daher in der Mathematik sehr gebrauchlich.

Beispiel I1.2.2. Fir Q. := {z € Q:z > 0} ist das Paar (Q, Q) ein angeord-
neter Korper (Nachweis!). u

Von nun an steht K bzw. (K, K;) immer fiir einen angeordneten Korper.

Satz I1.2.3. (Anordnungseigenschaften)
(Ver)  Vergleichbarkeit: Es gilt genau eine der Aussagen

r<y, x=y oder x>u.

(Tr) Transitivitat: Gilt x <y und y < z, so auch x < z.
(Ad)  Vertrdglichkeit mit der Addition:

<y Nz<w)=zr+2z<y+w.
(Mul) 4 Vertraglichkeit mit der Multiplikation:

(x<y)A(z>0)=zzx < 2y.
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(Neg) Ist x <y, soist —x > —y.

Man erhalt die gleichen Regeln fiir < und > statt < und > mit Ausnahme
von (Ver); diese wird zu
(Verg) FEs qilt x <y oder y > x; gilt beides, so folgt daraus x =1y.
Beweis. (Ver) wird durch Einsetzen der Definitionen zu y — z > 0 oder
y—x =0 oder y —x < 0; dies ist gerade (O1).
(Tr): Aus y—2 > 0 und z—y > 0 folgt wegen (02) z—x = (2—y)+(y—z) > 0,
also = < z.
(Ad): Wir haben y+w—(z+2)=(y—2) + (w—2) > 0.
(Mul);: Aus y — 2z > 0 und z > 0 folgt wegen (O3) z(y — z) = zy — zz > 0,
also zzx < zy.
(Neg) folgt aus (Ad) Ist = < y, d.h. y — 2 > 0, so ist auch (—z) — (—y) =
—r4+y=y—x>0,also —x > —y.
(Verg) ist klar. u

-y — 0 x Y
Satz I1.2.4. (Multiplikative Regeln) Es gelten fir alle x,y,z € K :
i) z<y,z2<0 = zz>2zy.
(ii) Fiir 0# z € K ist 2> > 0. Insbesondere ist 1 > 0.
(iii) 2 >0=2"1>0.
(iv) 2y >0= (z<y &5 >5).
Beweis. (i) Wegen (Neg) ist —z > 0, also (—z)x < (—z)y wegen (Mul) 1, d.h.
—zx < —zy, also zy < zx wegen (Neg).
(i) Ist @ > 0, so ist 2% > 0. Andernfalls ist —z < 0 und 2? = (—z)? > 0
wegen Bemerkung I1.1.5(16).
(iii) Wegen (z71)2 > 0 ist 27! = z(271)% > 0 wegen (03).
(iv) Multiplikation mit (zy)~! > 0 liefert

11
=< = n

r<yez (vy) ' <y-(zy)”
Bemerkung I1.2.5. Die Anordnung eines Korpers K hat auch arithmetische
Konsequenzen. Insbesondere lasst sich nicht jeder Korper anordnen:

Wegen 1 > 0 und (Neg) ist —1 < 0. Also ist z? # —1fiir alle z € K
und somit —1 kein Quadrat in K . Hieraus schlieBen wir insbesondere, dass die
Konstruktion aus Aufgabe II.1 fiir jeden angeordneten Korper K einen Korper
L liefert, dessen zugrundeliegende Menge K? ist. [ ]

Fir n € Ny und x € K setzen wir

nr .= Z r=x+...+x.
36{1,2,..4,n} n mal

Fiir n € Z mit n < 0 setzen wir nx := —(—nz).
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Bemerkung I1.2.6.  (Einbettung von Q in angeordnete Korper) Ist K ein
angeordneter Kérper und n € N, soist n-1=14...4 1 (n mal) positiv und
daher nie 0. Weiter gilt (nm)-1=(n-1)(m-1) (n4+m)-1=n-1+n-1 fir
alle n,m € Z (Nachweis durch vollstdndige Induktion fiir n € N;m € Z und
dann Beriicksichtigung der Vorzeichen!). Sind a,c € Z und b,d € N mit ¢ = 5,
d.h. ad = be, soist (a-1)(d-1) = (ad) -1 = (bc)-1 = (b-1)(c-1) und daher
(@-1)-(b-1)"t =(c-1)-(d-1)"1. Wir erhalten daher eine Abbildung

0:Q — K, %H(a-l)-(b-l)_l,

denn die rechte Seite hdangt nicht von der Darstellung des Bruches ¢ ab. Man
rechnet leicht nach, dass

(2.1) olx+y) =p(@)+e(y), ey =9e@)e(y) firryeQ

gelten. Ist (%) =0, soist a-1 = 0 und daher a = 0, denn fiir @ > 0 ist a-1 >0
und fiir a < 0 ist —(a-1) = (—a) -1 > 0. Hieraus schliefen wir, dass ¢ injektiv
ist, denn aus (%) = ¢(2) folgt 0 = (% — <) = p(2L2) und daher ad = be,
d.h. ¢ = 9. Eine injektive Abbildung ¢:Q — K fiir die (2.1) gilt, nennt man
eine Korpereinbettung oder einen Homomorphismus von Korpern. Wir haben
also den Korper Q durch ¢ in K eingebettet und diirfen ihn uns in diesem
Sinn als einen Unterkorper von K vorstellen, d.h. als eine Teilmenge von K,
die unter Addition und Multiplikation abgeschlossen ist und diesbeziiglich einen
Korper bildet. In diesem Sinn schreiben wir auch kurz ¢ fur g—%

Obige Argumente zeigen also, dass jeder angeordenete Korper K den
Korper Q der rationalen Zahlen als Unterkorper enthalt. [ |

Definition I1.2.7.  Wir wollen einige der in diesem Paragraphen eingefiihrten
Operationen und Relationen auf Mengen erweitern.

(a) Zu diesem Zweck definieren wir fiir Mengen M, N C K und Zahlen
re K:
(1) M+ N:={m+n:mée M,nec N}
(2) M-N:={m-nmeMneN}und —M :=(-1)-M ={-m:m e M}.
B)z<M: & (VYmeM)z<m
(4) x>M, x <M und x > M (analog)

FEinige Eigenschaften der Addition und Multiplikation von Elementen von
K iibertragen sich auf die entsprechenden Operationen fiir Mengen; so gilt
beispielsweise

M+N=N+M ud (M+N)+U=M+(N+TU).

Enthalt M mehr als ein Element, so gibt es keine Menge N, fiir die M+ N = {0}
gilt (Nachweis!).

(b) Ein z € K mit x < M heifit untere Schranke von M und ein z € K
mit M < x obere Schranke von M (vgl. Definition I1.2.11). Die Menge M heifit
nach oben bzw. nach unten beschrankt, falls M eine obere bzw. untere Schranke
hat. Ist M nach oben und nach unten beschrankt, so heifit M beschrankt. [ ]
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Maximum und Minimum

In diesem Abschnitt sei K ein angeordneter Korper.

Definition 11.2.8. Sei M C K. Ein Element x € M heifit Maximum, wenn
M < zx gilt. Sind z,y € M Maxima, so gilt z <y < x, also x = y. In diesem
Sinn sind Maxima eindeutig bestimmt. Wir schreiben daher

x = max(M),
wenn = ein Maximum der Menge M ist. Analog bezeichnet man ein Element
y € M als Minimum, wenn y < M ist und schreibt y = min(M). [ ]
x firx >y

Beispiel 11.2.9. (a) Sind z,y € K, so gilt max{z,y} = Y fir x <y,

Insbesondere existiert das Maximum jeder zweielementigen Teilmenge von K.
(b) Nicht jede Teilmenge von K mit einer oberen Schranke besitzt ein
Maximum. Wir betrachten hierzu die Menge

M :={x € K:x < 0}.

Fir jedes x € M ist 2r < x <0, also # < § < 0. Wir schlieflen hieraus, dass
M kein Maximum besitzt, obwohl 0 eine obere Schranke ist. [ ]

Satz 11.2.10. Seien M, N C K Teilmengen fiir die max M und max N exi-
stieren. Dann gilt:

(1) M C N = max(M) < max(N)

2) max(M + N) = max(M) + max(N)

M,N > 0= max(M - N) = max(M) - max(N).

max(M U N) = max{max(M), max(N)}.

min(M) = —max(—M), falls max(—M) existiert.

min(M U N) = min{min(M), min(N)}, falls min(M) und min(N) ex-
istieren.

Beweis. (1) Wegen M < max(N) ist auch max(M) < max(N).

(2) Sei m := max(M) und n := max(N). Fiir a € M und b € N ist dann
a<mund b <n,alsoa+b<m+n,dh. M+N <m+n. Aus m+n e M+ N
folgt somit m + n = max(M + N).

(3) Analog zu (2).

(4) Seien wieder m := max(M) und n := max(N). Dann ist max{m,n} €
M UN und fir a € M,b € N gilt a,b < max{m,n}; daher ist

= W
D D

5

(
(
(
(
(6

max{m,n} = max(M U N).
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(5) Es gilt —max(—M) € —(—M) = M. Zu zeigen ist noch
—max(—M) < M.

Sei also n € M. Dann ist —n € —M, also max(—M) > —n. Also ist
—max(—M) <n.
(6) zeigt man analog zu (4). n

Satz I1.2.11. Jede endliche Teilmenge M C K besitzt ein Maximum.

Beweis. Wir beweisen diese Behauptung iiber vollstdndige Induktion nach der
Anzahl n der Elemente von M .

(A) Induktionsanfang: |M|=1,d.h. M = {z}. Dann ist max M = z.

(S) Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fiir Mengen N mit n Elementen
und M habe n+ 1 Elemente. Dann ist M # () und folglich gibt es ein x € M .
Sei M' := M \{z}. Dann ist |[M’'| = n, so dass nach der Induktionsannahme das
Maximum max(M’) existiert. Dann existiert auch max(M) = max(M'U{zx}) =
max{max(M'),z} (Satz 11.2.10(4)). n

Wendet man Satz 11.2.11 auf die endliche Menge —M an, so sieht man
natiirlich auch, dass jede endliche Menge M ein Minimum besitzt
(Satz I1.2.10(5)). Im folgenden schreiben wir daher

max(z1,...,T,) = max{xy,..., Ty}, min(xy,...,o,) = max{xy,..., T, }.

Satz I1.2.12. (Bernoullische! Ungleichung) Fiir z € K mit = > —1 und
neN gilt
l4+ner<(1+4+x)".
Beweis. Wir zeigen die Behauptung tiber Induktion nach n.
(A)Fir n=1gilt 1+z=(1+2z)'.
(S)
A4+z)" ™ =1 +2)1+z)"

Ann.

> (14 2)(1+nx) wegen 1 +x >0
=14+z+nz+nz? =1+ (n+1)z+ n?
>1+(n+1)x.

Fir z > 0 erhalten wir direkter

(1+x)”:Z(Z>xk:1+<T)x+ (Z>x2+...—|—x”21—|—(?)le—i—nx.

k=0

Aufgabe 11.2.1. (a) Zeigen Sie die Ungleichung vom arithmetischen Mittel:
Fiir Elemente z,y eines angeordneten Korpers K gilt
+y

x
r<y = x<T<y.

1 Jacob Bernoulli (1654-1705), Schweizer Mathematiker und Physiker in Basel.



32 II. Die reellen Zahlen 8. Mai 2006

Hinweis: Zeige, dass fiir 2 =1+ 1 die Beziehung 1 > % > 0 gilt.
(b) Fiir 0 < z < y und alle k € N gilt 0 < z¥ < y*. Hinweis: Vollstindige
Induktion. [ ]

Aufgabe I1.2.2. (a) Zeigen Sie: Fir n € N und a,b € K mit a > 0 und
a+b>0 gilt (a+b)">a"+na"'b.
(b) Aus a,b >0 und n € N folgt (a4 b)"™ > a™ + b". [

Das Vollstandigkeitsaxiom

Das folgenden Konzept liefert einen Ersatz fiir fehlende Maxima und Minima von
Mengen.

Definition I1.2.13.  (a) Fiir eine nach oben beschrénkte Teilmenge M C K
definieren wir ihr Supremum (obere Grenze, kleinste obere Schranke)

sup(M) := min{zx: M < x},
falls es existiert. Fiir nach unten beschrankte Teilmengen M C K definieren wir
ihr Infimum (untere Grenze, grofite untere Schranke)

inf(M) := max{zx:z < M},
falls es existiert.

Existiert max(M) und ist M < x, so ist auch max(M) < z und daher
sup(M) = max(M), d.h., das Maximum einer Menge ist eine kleinste obere
Schranke, falls es existiert.

(b) Eine Menge, die keine obere Schranke besitzt, heifit nach oben unbe-
schrankt; wir schreiben dann sup(M) := co. Analog setzt man inf(M) := —oco,
wenn M nach unten unbeschrdnkt ist. Fiir die leere Menge setzt man sup(Q) =
—oo und inf(@) = oo (jedes Element ist obere und untere Schranke von (). =

Lemma I1.2.14. ! Sei O # M C K nach oben beschrinkt und s € K. Dann
ist s =sup(M) genau dann, wenn

M<s und (MVe>0)(FmeM) m>s—e.

Beweis. =-: Sei zunéchst s = sup(M). Dann gilt trivialerweise M < s. Ist
e > 0, so ist s — ¢ keine obere Schranke von M. Also existiert ein m € M mit
m>s—¢.

< Erfillt s die angegebenen Bedingungen, so ist s eine obere Schranke
von M und fiir kein € > 0 ist s — ¢ eine obere Schranke. Ist xz < s, so ist
g:=s—x und x = s — ¢, also ist x keine obere Schranke von M . Folglich ist s
die kleinste obere Schranke von M, d.h. s = sup(M). |

L Zur Terminologie: Mathematische Sachverhalte werden typischerweise in S&tzen for-
muliert. Sé&tze, die vorbereitender Natur sind, werden Lemma genannt. Das Wort Lemma
(Pural: Lemmata) ist griechisch und bedeuetet Horn (weist in eine Richtung; vgl. Dilemma).
Dagegen heiflen Sétze, die mehr oder minder Konsequenzen eines vorausgegangenen Satzes

sind, oft Folgerung oder Korollar. Besonders wichtige Satze heiflen Theorem.
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Aufgabe I1.2.3. Verallgemeinern Sie Satz [1.2.10, indem Sie die entsprechen-
den Aussagen fiir Suprema bzw. Infima zeigen. Z.B. gilt

sup(M + N) = sup(M) + sup(NV),

falls alle Suprema existieren. [ ]

Definition II.2.15. (Vollstandigkeitsaxiom) FEin angeordneter Korper
(K, +,-, Ky) heiit (ordnungs-)vollstindig oder vollstindig angeordnet, wenn fiir
jede nichtleere nach oben beschriankte Menge M C K das Supremum existiert.m

Definition I1.2.16.  Eine Teilmenge I C K heifit Intervall, wenn
z,2€l, z<y<z = yel
gilt, d.h., mit zwei Elementen = und z enthélt I auch alle Elemente dazwischen.
Fiir a,b € K erhalt man spezielle Beispiele von Intervallen wie folgt:
[a,b:={x € K:a <x <b} (abgeschlossenenes Intervall)
[a,b]:={x € K:a < x < b} (rechtsoffenes Intervall)
la,bl:={z € K:a <z <b} (linksoffenes Intervall)

Ja,b[:={x € K:a < x < b} (offenes Intervall).
Die Intervalleigenschaft dieser Mengen ergibt sich sofort aus der Transitivitat
der Ordnung (Satz I1.2.3). Man beachte, dass diese Intervalle fiir b < a alle leer
sind. Fiir b = a ist lediglich das abgeschlossene Intervall [a,b] = {a} nicht leer.
Weitere Beispiele fiir Intervalle sind

la,00]:={z € K:a < z}.

[a,00[:={zx € K:a < z}.

] —00,b:={x € K:x <b}.

] —00,b[:={zx € K:z < b}. u
Bemerkung I1.2.17.  Sei a < b in K. Alle Intervalle [a,b], [a,b[, |a,b], ]a,b|
sind durch b nach oben beschrankt, d.h., b ist eine obere Schranke. Weiter ist

max([a, b]) = max(la, b]) = b,
aber max([a,b]) und max(]a,b]) existieren nicht. In der Tat haben wir fiir
x €la, b] wegen der Ungleichung vom arithmetischen Mittel:

x+0b
2
so dass kein Element maximal ist. Allerdings ist

sup(la, b[) = sup(]a, b]) = b,
denn b ist die kleinste obere Schranke dieser Intervalle. Analog gilt

min(|[a, b]) = min([a, b]) = a = inf(]a, b]) = inf(]a, b[). n

T <

< b,

Im weiteren werden wir einige Eigenschaften vollstdndig angeordneter Kor-
per studieren. In folgenden steht K daher immer fiir einen vollstandig angeord-
neten Korper.
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Bemerkung I1.2.18.  (a) Ist die nichtleere Menge M nach unten beschrankt,
so existiert inf(M): Ist M nach unten beschrénkt, so ist —M nach oben
beschrankt und » < M ist adquivalent zu —M < —z. Wegen dem Vollstan-
digkeitsaxiom existiert sup(—M ). Die Behauptung folgt nun aus

—sup(—M) = —min{a:a > —M}" " Z" " max{—a:a > —M}

=max{b:b < M} = inf(M).

(b) Wir erinnern uns daran, dass wir Z mit der Teilmenge Z -1 C K
identifizieren (Bemerkung II.2.6). Ist eine nichtleere Teilmenge M C Z nach
oben bzw. nach unten beschrankt, so besitzt sie ein Maximum bzw. ein Minimum:
Zunéchst existiert m := sup(M). Gemé&B Lemma I1.2.14 existiert ein x € M
mit £ >m —1. Fir y € M ist nun y < m < x4+ 1 und daher y < z, wegen
x,y € Z. Somit ist x = max(M) = m. Analog zeigt man, dass eine nach unten
beschrankte Teilmenge von Z ein Minimum besitzt. [ ]

Satz I1.2.19. (Satz von Archimedes) Ist K ein vollstindig angeordneter Kor-
per und a,b, € K mit b > 0, so existiert etn n € N mit nb > a.

Beweis. Sei M := {nb:n € N}. Wir fiihren einen indirekten Beweis. Ist die
Behauptung falsch, so ist M < a, die Menge M hat also nach dem Vollstén-
digkeitsaxiom ein Supremum s = sup(M). Wegen Lemma I1.2.14 existiert ein
n € N mit nb > s —b. Dann ist (n+ 1)b > s, was der Annahme widerspricht. m

Einen Korper, in dem der Satz von Archimedes gilt, nennt man archime-
disch geordnet, z.B. ist der geordnete Korper (Q,Qy) archimedisch geordnet.
Obiger Satz wird oft ,, Axiom des Archimedes“ genannt, da er als Axiom in der
Geometrie der Griechen eine zentrale Rolle spielte. Bei uns folgt er aus dem
Vollstandigkeitsaxiom. Denkt man sich a und b als die Lange von Strecken-
stiicken, so besagt er, dass man durch Aneinanderlegen einer ausreichend grofien
Zahl von Strecken der Lange b eine Strecke erhélt, die langer als a ist. Da sich
die Griechen positive Zahlen als etwas vorstellten, womit man Strecken messen
kann, ist das Archimedische Axiom eine sehr natiirliche Anforderung an diese
» Meflzahlen“. Man kann zeigen, dass vollstandig angeordnete Korper in einem
gewissen Sinn maximal archimedisch angeordnet sind. Man kann sich das so
vorstellen, dass sie die groffitmoglichen Korper sind, mit denen man Streckenlan-
gen messen kann.

Folgerung I1.2.20.  Ist a < b, so enthdlt das Intervall |a,b| eine rationale
Zahl (vgl. Bemerkung 11.2.6).
Beweis. Wegen b — a > 0 existiert nach Archimedes (Satz 11.2.19) eine na-
tirliche Zahl n € N mit n(b —a) > 1, also % < b —a. Weiter existiert
m := max{zr € Z:x < na} nach Bemerkung I1.2.18(b). Dann ist ™ < a und
mT’Ll > a, wegen der Maximalitdt von m. Andrerseits ist
1 1
m+ :@—k— <a+(b—-—a)=b
non

n

und somit a < mTH < b. Da offensichtlich mTH € Q gilt, haben wir die
Behauptung gezeigt. [ ]
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Wir kommen nun zur Existenz von Wurzeln aus positiven Elementen eines
vollstandig angeordneten Korpers K.

Satz 1I.2.21. (Existenz k-ter Wurzeln) Sei K ein vollstindig angeordneter
Kérper. Fiir jedes k € N und a > 0 existiert genau ein b >0 mit b* =a.

Beweis. Der Fall a = 0 ist trivial (Nachweis!). Wir diirfen daher a > 0
annehmen.

Eindeutigkeit: Fiir b < ¢ gilt nach Aufgabe 11.2.1(b) die Beziehung b* < c*.
Also existiert hochstens ein b > 0 mit b* = a.

Existenz: Wir betrachten die Menge

M :={x € [0,00[: 2" < a}.
Dann ist 0 € M und daher M # . Fiir y := max(1,a) und z > y gilt
">y >y>a

(vgl. Aufgabe 11.2.1(b)). Also ist M < y, d.h., M ist nach oben beschrankt.
Wegen dem Vollstandigkeitsaxiom existiert daher

b:=sup M.

Wie zeigen b* = a. Sei dazu

C::k-max{(l;)bk_j:j:1,...,k}.

Aus dem Binomischen Lehrsatz folgt dann fiir 0 < h < 1:
(b+h)F =b" + Xk: <k>b’“jhj < bkt f: Loni <vh 4 he
J=1 J N Jj=1 k N
und entsprechend

k k

b—hF=bF+>" (k) (—1)7RIBFT =0 =y (k) hIbP=I > bF — hC.
— \J
Jj=1

=1
Ist b* < a, so setzen wir h := %min (1, “_Cbk). Fiir dieses h erhalten wir

mit obiger Abschétzung
(b+h)k <bF +hC < +a—bF =aq,

im Widerspruch zur Definition von b, denn b+ h > b. Gilt b* > a, so erhalten

wir fiir 0 < A < min (1, bkCT “) entsprechend

(b—h)k > —hC > +a— b =aq,

im Widerspruch zur Definition von b. Da die Annahme b* # a zu einem
Widerspruch fiihrt, ist daher b* = ¢ und somit die Existenz eines b > 0 mit
b* = a gezeigt. |
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Definition I1.2.22. Ist ¢ € K mit a > 0 und k € N, so schreiben wir ¥a
fiir die k-te Wurzel aus a. Fir % € Q mit g ¢ N und a > 0 setzen wir

ai = aP = (Ya)’» und 07:=0 fiir p> 0. u

Aufgabe I1.2.4. Zeigen Sie:

(a) Fir 0 <z <y in K und ¢ € Q4 gilt 27 < y?.

(b) Fir 0 < z,y in K und ¢ € Q4 gilt (zy)? = 2%?. Hinweis: Man
betrachte zuerst den Fall ¢ € N bzw. Z und dann den Fall ¢ = %, k € N.
Schliellich setze man beides zusammen. ]

Aufgabe I1.2.5. Zeigen Sie: Der angeordnete Korper Q ist nicht vollstandig.
Hierzu betrachte man die Menge

M:={rcQ0<zr*<2}

und zeige wie im Beweis von Satz I1.2.11, dass M beschrankt ist. Welche
Eigenschaft hdtte s = sup(M), wenn solch ein Element in QQ existieren wiirde’m

Die rellen Zahlen

Fiir die Zwecke der Analysis ist es sekundéar, wie man die reellen Zahlen
konstruiert, denn hierzu gibt es viele Methoden, die alle zum gleichen Ziel fithren.
Wir miissen von den reellen Zahlen nur ihre arithmetischen und die Ordnungs-
eigenschaften kennen. Wie wir sogleich préazisieren werden, sind all diese Eigen-
schaften vollstandig dadurch bestimmt, dass die reellen Zahlen einen vollstandig
angeordneten Korper bilden, d.h. je zwei vollstandig angeordnete Korper lassen
sich nicht durch Eigenschaften der Ordnung oder ihrer Arithmetik unterscheiden.
Man sagt dann auch, sie seien isomorph.

Definition I1.2.23.  Seien (K, K.) und (L, L) angeordnete Kérper. Eine
Abbildung f : K — L hei3t Homomorphismus von angeordneten Kdrpern, wenn
die Bedingungen

(a) (Vz,y € K) f(z +y) = f(z) + f(y)

(b) (Va,y € K) f(xy) = f(z) - f(y)

(©) F(K})C Ly
gelten. Die Abbildung f heifit Isomorphismus von angeordneten Kdérpern, wenn

f zusatzlich bijektiv ist. Existiert solch ein Isomorphismus, so nennen wir
(K,Ky) und (L, L) isomorph. u

Man sollte sich dies so vorstellen, dass sich isomorphe angeordnete Korper
nur durch die Bezeichnung ihrer Elemente unterscheiden, und dass sie durch die
Umbenennung ihrer Elemente, die durch einen Isomorphismus realisiert wird,
auseinander hervorgehen. In diesem Sinne stellen wir uns isomorphe angeordnete
Korper als im wesentlichen gleiche mathematische Objekte vor.
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Theorem 11.2.24.  (Eindeutigkeitssatz) Zwei vollstindig angeordnete Korper
sind zuetnander isomorph.

Beweis. Fiir einen schonen, gut lesbaren Beweis verweisen wir auf das schone
Buch von B. Artmann, ,, Der Zahlbegriff«.

Wir schildern hier nur kurz die Grundidee des Beweises. Seien K und
L vollstandig angeordneter Korper. Fiir eine nach oben beschrankte Teilmenge
M C K schreiben wir supy M fiir deren Supremum und analog sup; M fiir eine
Teilmenge M von L. Wir haben schon gesehen, dass wir Q als Unterkorper
von K und L auffassen kénnen (Bemerkung I1.2.6). Wir betrachten nun die
Abbildung
&K — L, ®(z):=sup; {qeQq<uz}.

Hierbei existiert ®(z), da N in L unbeschrankt ist, und die Existenz eines
q € Q mit ¢ < x erhalten wir aus Folgerung I1.2.20, die zeigt, dass das Intervall
Jx — 1,2[C K eine rationale Zahl enthélt.

Sind z,y € K mit & < y, so enthélt das Intervall |z, y[ ebenfalls eine
rationale Zahl. Also ist ®(z) # ®(y), d.h., ® ist injektiv.

Wir zeigen noch, dass ® surjektiv ist. Sei dazu s € L und z := supg{q €
Q:q < s}. Wir zeigen s = ®(x). Inder Tat ist {g € Q:¢ < s} = {q € Q:¢q < z},
so dass die Behauptung aus

®(z) =sup;{g € Qg<z}=sup {geQqg<s}=s

folgt. Die letzte Gleichheit ist wieder eine Konsequenz aus Folgerung I1.2.20.
Wir haben damit eingesehen, dass ®: K — L bijektiv ist.

Jetzt hat man sich nur noch davon zu iiberzeugen, dass ® Addition, Mul-
tiplikation und Ordnung respektiert. Das ist wieder etwas technisch und wir
verweisen auf das Artmannsche Buch. [ |

Mit dem Eindeutigkeitssatz wird klar, dass es bis auf Isomorphie héchstens
einen vollstdndig angeordneten Korper gibt. Daher ist das folgende Axiom
sinnvoll.

| Axiomatische Beschreibung der reellen Zahlen |

| (R,+,-,Ry) IST EIN VOLLSTANDIG ANGEORDNETEN KORPER |

Damit ist sehr prézise zusammengefasst, als was wir die reellen Zahlen
verstehen werden. Die Gesamtheit der Axiome eines vollstiandig angeordneten
Korpers bilden die Regeln, die wir beim Umgang mit den reellen Zahlen einhalten
miissen. Ausgehend von dieser axiomatischen Fixierung werden wir nun darange-
hen, die reellen Zahlen zu studieren. Hierbei wird sich schnell herausstellen, dass
die Bilder, die man sich von den reellen Zahlen macht, ihre Eigenschaften recht
gut wiedergeben.
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Die komplexen Zahlen

Da die reellen Zahlen einen angeordneten Korper bilden, sind alle Quadrate
nichtnegativ und die Zahl —1 ist in R kein Quadrat. Insbesondere konnen wir
die Konstruktion aus Aufgabe II.1 anwenden und erhalten einen Korper

C:=R*=RxR
dessen Addition und Multiplikation wie folgt aussehen:
(a,b) + (¢,d) :=(a+c¢,b+d) und (a,b)-(c,d):= (ac— bd,bc+ ad).

Wir nennen die Elemente von C komplexe Zahlen.

Der Nachweis der Korperaxiome ist eine elementare Verifikation (Auf-
gabe II.1). Das Einselement ist 1 = (1,0). Wir schreiben

i=(0,1).

Dann gilt i = (—1,0) = —1, d.h., in C ist —1 ein Quadrat.
Die reellen Zahlen finden wir in C leicht wieder, da

(a,0) + (¢,0) :== (a+¢,0), und (a,0)-(c0):= (ac,0)
fiir alle a,c € R gilt, d.h., die Abbildung
e:R—C, z+~ (z,0)

ist eine Einbettung von Korpern. In diesem Sinne diirfen wir R als Unterkorper
von C auffassen, was wir von nun an tun werden.
Jede komplexe Zahl (z,y) lasst sich in eindeutiger Weise schreiben als

(z,y) =x+1iy, x,yck.

Von nun an wollen wir uns komplexe Zahlen immer in dieser Form vorstellen.
Wir rechnen in dieser Darstellung wie folgt:

(a+1ib)+(c+id) = (a+c)+i(b+d) und (a+ib)(c+id) = (ac—bd)+i(bc+ad).

Definition I1.2.25. Fiir z = x + iy € C definieren wir:

(a) die konjugierte Zahl durch z := z — iy.

(b) den Betrag von z durch |z| := v/2Z = \/22 +42. Man beachte, dass
die Wurzel wegen x2 + y? > 0 existiert.

(c) den Realteil von z: Rez := ZE= =

(d) den Imagindrteil von z: Imz:= 22 = y. |
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Lemma 11.2.26. Fur z,w € C gilt:
(i) zw=7z .
(i) Fir z#0 ist 271 = %
(iii) |zw|=|z| - |w].
Beweis. (i) rechnet man sofort nach.
(ii) Wegen z # 0 ist |z| > 0, und die Behauptung ergibt sich aus (i) und
2|2 = 2z (vgl. Aufgabe I1.1).
(iii) ergibt sich direkt aus (i), da:

lzw| = Vzwzw = V2zul = V2ZVuww = |z - |w]

(vgl. Aufgabe I1.2.3(b)). u
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III. Konvergenz von Folgen und Reihen

Durch die Betragsfunktion erhalten wir auf den reellen Zahlen einen Abstands-
begriff. Hierdurch erhalten die reellen Zahlen eine metrische Struktur, und wir
konnen Konvergenz und Grenzwerte von Folgen, Reihen und Funktionen sowie
die Stetigkeit von Funktionen untersuchen. Die Begriffe der Konvergenz einer
Folge und der Stetigkeit einer Funktion sind grundlegend fiir die gesamte Analy-
sis.

II1.1. Die Betragsfunktion — metrische Raume

Wir erinnern uns daran, dass wir uns R als Teilmenge der komplexen Zahlen C
denken. In diesem Sinn haben wir fiir eine reelle Zahl =

2| = VaT = Va2 = max{z, —z}.

Satz I11.1.1. (Rechenregeln fiir den Betrag) Es gelten fir z,w € C:
(1) [0| =0 und |z| >0 fir z#0.
(2) |ow| = |2| - [w] und |Z] = {2, falls w # 0.
(3) |z+w| < |z| + |w| (Subadditivitt).
(4) |2 —w| = |[z] = wl].
Beweis. (1) Die Beziehung |0] = 0 ist trivial. Ist z # 0, so ist Rez # 0 oder
Imz #0. Also ist |z]2 = (Rez)? + (Im 2)? > 0 und somit |z] > 0.
(2) Aus Lemma I1.2.26(iii) erhalten wir |zw| = |z| - |w|. Ist z # 0, so folgt
hieraus 1 = [1| = |z| - |z 71|, also |z71| = ﬁ Hieraus folgt |2| = |z||w™!| = %
(3) Wir haben

lz4+w]? = (24 w)(Z+ W) = 2Z + WO + wZ + 2w
= |2]* + |w|® + 2w + 2w = |2|* + |w|* + 2Re(zw)
< [ + Jwl? + 2|2w] = [2” + [w]* + 22| |w| = (2] + [w])*.

Die Behauptung folgt nun aus der Eindeutigkeit von Quadratwurzeln nichtnega-
tiver Zahlen.
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(4) Aus (3) erhalten wir

2l = |z —w +w| < |z —wl[+ [w] = [z = w| + |w]
und analog |w| < |z — w| + |z|. Somit haben wir |z| — |w| < |z — w| und
jw| — |2| < |z —w|, also ||z] — |w|| < |z —w]. u

Definition III.1.2.  Sei X eine Menge. Eine Funktion d : X x X — [0,00]
heiflit Metrik auf X, falls fiir alle x,y,z € X gelten:

(M1) d(z,y) =0 <= z=y

(M2) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

(M3) d(z,2) <d(z,y)+d(y,z) (Dreiecksungleichung).

Die Zahl d(z,y) heifit Abstand von x und y; das Paar (X, d) heifit metrischer
Raum. [ ]

Aufgabe ITI.1.1. Zeigen Sie, dass in einem metrischen Raum (X, d) gilt:
|d(z,y) —d(x,2)| < d(y,z) fir alle z,y,z € X. u
Satz II1.1.3. Die Funktion
d:CxC — 0,00, d(z,y):=|z—1y|

1st eine Metrik auf C.

Beweis. Mit Satz III.1.1 priifen wir die Axiome (M1), (M2) und (M3) nach:
(M1) d(z,y) =z —y| =0 <= z2—y=0 <= z=y.

(M2) d(z,y) = |z —y| = [ = (x —y)| = [y — =] = d(y, 2).
(M3) d(x,2) = |z — 2| = [z —y+y— 2| <[z —y|+ [y — 2 = d(z,y) + d(y, ).
Hierbei haben wir die Subadditivitét des Betrags |- | verwendet. n

Im folgenden denken wir uns jede Teilmenge X C C mit der durch
d(z,w) := |z — w| definierten Metrik ausgestattet. Insbesondere erhalten wir
dadurch eine Metrik auf R.

Definition II1.1.4.  Sei (X,d) ein metrischer Raum.
(a) Fir p e X und € > 0 heifit

Us(p) :={x € X:d(z,p) < &}

die e-Umgebung von p oder offene Kugel vom Radius € um p.

(b) Eine Umgebung von p ist eine Teilmenge U C X, fir die ein € > 0 mit
U-(p) C U existiert.

(c¢) Eine Teilmenge U C X heifit offen, wenn U Umgebung aller Punkte p € U
ist.

(d) Eine Teilmenge F' C X heifit abgeschlossen, wenn X \ F' offen ist. n
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Beispiel ITI.1.5. (a) Im metrischen Raum (R, d) mit d(x,y) = |x—y| erhalten
wir fiir e >0 und p e R

Us(p) =]p—e,p+e|;
denn
|t —p|<e <= max{zr —p,p—x} <e
= (z—p<e)AN(p—xz<eg)
— (x<pt+e)A(x>p—e¢)
< z€lp—g,p+tel

(b)) Fir X =C,e>0und p=a+ibe C ist
Up)={2€C:lz—p|<el={ax+iyc C:(z—a)*+ (y — b)* < *}.

Identifizieren wir C mit der Ebene R?, so ist dies eine Kreisscheibe vom Radius
e um den Punkt (a,b).

(c) Es seien a,b,c € C. Betrachten wir das Dreieck mit den Ecken a,b, ¢
in C = R?, so sind d(a,b) = |a — b| etc. die Lingen der Seiten des Dreiecks.
In diesem Sinn besagt die Dreiecksungleichung, dass die Summe der Langen der
Seiten ab und bc mindestens so grof ist wie die Lange der Seite ac. Daher
kommt der Name Dreiecksungleichung. |

Lemma II1.1.6. In einem metrischen Raum (X,d) sind die offenen Kugeln
U.(p) offen im Sinne von Definition III1.1.J.

Beweis. Ist x € U,(p), so ist nach Definition d(z,p) < r. Sei € :=r —d(x,p).
Wir zeigen U.(z) C U,(p), d.h., U.(p) ist Umgebung von z. Sei also y € U.(z).
Dann ist d(p,y) < d(p,x) + d(z,y) < d(p,x) + € = r, also y € U,(p). Folglich
ist Us(z) C Uy(p). Somit ist U,(p) Umgebung aller seiner Punkte, also nach
Definition offen. |

Satz I11.1.7. (Eigenschaften offener Mengen) Sei (X, d) ein metrischer Raum.
Dann gelten folgende Aussagen:

(O1) Die Mengen @ und X sind offen.
(02) Sind Uy,...,U, offene Mengen, so ist auch Uy N...NU, offen.
(03) Ist (Uj)jes eine Familie offener Mengen, so ist auch U U; offen.
JjeJ
Beweis. (0O1) ist klar.
(02) Sei z € Uy N...NU,. Dann existiert fiir jedes j € {1,...,n} ein ¢; >0
mit U, (z) C U;. Fiir € := min{ey,...,e,} gilt daher U.(z) € )_, Uj.
(03) Sei x € UjeJ U;. Dann existiert ein jo € J mit x € U;,. Weiter existiert
ein g9 > 0 mit Us,(x) C Uj,. Also ist Ug,(z) C U, Uj- n

Aufgabe IIL.1.2. (a) Sei X eine Menge und f: X —]0,00] eine Funktion.

Dann wird durch
_ @)+ fly) firz#y
d(z,y) = {0 firxz =1y
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eine Metrik auf X definiert.

Nimmt man noch einen Punkt P hinzu und setzt d(P,P) = 0 sowie
d(xz, P) = d(P,x) = f(z), so erhdlt man eine Metrik auf X' := X U{P}.

Die Metrik auf X U {P} wird , franzosische Eisenbahnmetrik“ genannt.

Hierbei spielt P die Rolle von Paris und f(z) ist die Entfernung von Paris. Um
von x nach y zu kommen, muss man den Umweg um P nehmen, so dass sich
als Entfernung f(z) + f(y) ergibt.

(b) (Die diskrete Metrik) Sei X eine Menge. Dann wird durch

1 flirx#y
0 firx=y

d(z,y) :== {
eine Metrik auf X definiert. ]

Aufgabe IT1.1.3. Zeigen Sie, dass in einem metrischen Raum (X, d) jede der
Mengen
{z € X:d(z,p) <r}, peX,reR,

abgeschlossen ist. [ ]

I11.2. Zahlenfolgen

In diesem Abschnitt lernen wir den Grenzwertbegriff fiir Folgen in metri-
schen Raumen kennen.

Definition III1.2.1. Sei X eine Menge. Eine Folge in X ist eine Abbildung
N— X, n— a,.

Wir bezeichnen sie auch durch (a,)nen oder durch aq,as,as,... .

Unter einer Zahlenfolge verstehen wir eine Folge komplexer Zahlen, d.h.
X =C. |

Beispiel II1.2.2. Wir betrachten einige Beispiele von Zahlenfolgen:
(1) Gnen=1,3,5:1:-- -
2) (7f)nen =3

)

3) Fiir z € C heiBt (2")nen = 2, 22,23, 2%, ... geometrische Folge.
)
)

n 1 2 3 4
4 (Q_n)neN_§7Z7§71_67"' .

(
(
(
(5) Die Fibonacci-Folge (fy)nen wird durch die Vorschrift

fi=1, fe:=1
fn = fnfl + fnf2 (’I’L > 3)7
rekursiv definiert; also (fn)neny = 1,1,2,3,5,8,13,21,.... [

Wir kommen nun zu einem zentralen Begriff der Analysis.
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Definition II1.2.3.  Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (ay)nen in
X heilt konvergent gegen p € X, geschrieben

anp — P oder nh_)ngo an =P,

falls folgendes gilt:
(Ve > 0) (IN. € N) (Vn > N;) d(an,p) < €.
Fir X = C erhalt man speziell:
(Ve > 0) (3N € N) (Vn > N,) |a, —p| < e. u

Man beachte: Gilt d(a,,p) < €, so gilt auch d(a,,p) < e fir alle € <e;. Fir
den Nachweis der Konvergenz einer Folge reicht es also aus, beliebig kleine € zu
betrachten, z.B. folgt aus

(¥m € N)3Nm € N)(¥n > Nyo) dlan,p) < %

die Konvergenz der Folge (a,)nen gegen p (Nachweis! Hinweis: Satz von Archi-
medes).

Man gebraucht fiir die Aussage ,, a,, — p“ noch andere Formulierungen,
so zum Beispiel: , Fiir alle ¢ > 0 gilt a,, € U-(p) fiir fast alle n € N wobei
man ,, fast alle“ als ,, alle bis auf endlich viele* liest. Oder: ., Fiir alle ¢ > 0 gilt
schlieflich a,, € U(p) “.

Definition III.2.4. Eine nicht konvergente Folge (an)neny im metrischen
Raum X heif3t divergent, d.h.

(Vp e X) (Fe > 0) (YN € N) (In > N) d(ay,p) > «.

In Worten: Jedes p € X besitzt eine Umgebung U (p), aulerhalb derer unendlich
viele Folgenglieder liegen. Man rufe sich an dieser Stelle in Erinnerung, wie man
Aussagen mit Quantoren negiert und vergleiche mit der Aussage, dass die Folge
(an)nen konvergiert:

(Ip € X) (Ve > 0) (AN e N)(Vn > N) d(an,p) < e. [
Beispiele I11.2.5.
(1) % — 0.
(2) nLH — 1.
(3) Fiir a € C konvergiert die konstante Folge (ap)nen = (a)nen gegen a.
(4) 2% — 0.

Beweis. (1) Sei € > 0 gegeben. Nach dem Satz von Archimedes (Satz 11.2.19)
gibteseinNENmitN>%. FﬁrnZNistdann0<%§%<€,also

1 1
i 0| = <e.

n
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(2) Wegen [1— 15| = Qﬁ — ol = n_lﬂ und (1) existiert ein N € N mit
1 — 5l <e fiiralle n > N. Also gilt 75 — 1.

(3) Ist € > 0, so gilt fir jedes n € N die Beziehung 0 = |a,, — a| < & und
daher a,, — a.
(4) Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt

n

2”2(1+1)"=Z(Z) :1+n+(g>+...2n+”(”2_1) — nntd) 5 n?

U

also i < % = :% und daher |55 | < % < ¢ fur fast alle n € N. m

m|3 |3

Satz I11.2.6. FEine konvergente Folge (an)nen komplexer Zahlen ist beschrinkt,
d.h., die Menge {|a,|:n € N} ist beschrankt.

Beweis. Sei a,, — a. Dann existiert ein N € N mit |a,, —a| < 1 fiir alle
n > N. Damit ist |a,| < |an, —al + |a] < 1+ |a| fir alle n > N, also
lan| < max{|ai],...,|an]|,1+ |a|} fir alle n € N. u

Satz II1.2.7. (Die geometrische Folge) Sei z € C und (2™)nen die zugehirige
geometrische Folge. Dann gilt

1, firz=1
n bl
® _>{0, 2| < 1

und die Folge ist divergent fir |z| > 1 und z # 1.
Beweis. Es sind vier Félle zu betrachten:

Fall 1: Sei z = 1. Dann ist 2" =1 fiir alle n € N, d.h., die Folge ist konstant,
also 2" — 1.

Fall 2: |z| > 1. Dann erhalten wir mit der Bernoulli-Ungleichung
2" = [2]" = (L4 (Jz] = 1))" = 1T+ n(]z] - 1).

Die Folge (2")nen ist also nicht beschrénkt (Satz von Archimedes) und daher
nicht konvergent (Satz I11.2.6).

Fall 3: |z| < 1. Ist z = 0, so gilt trivialerweise z” — 0. Sei also z # 0 und
€ > 0. Dann existiert wegen Fall 2 ein N mit

1

T =T 2 (e - 1) > -

€

fir alle n > N, und wir erhalten [z — 0| = |2"| < ¢ fiir alle n > N. Folglich
gilt 2" — 0.

Fall 4: |z| =1, z # 1. Um die Divergenz der Folge zu zeigen, fithren wir einen

indirekten Beweis. Hierzu nehmen wir 2™ — p fiir ein p € C an. Dann existiert
ein N € N mit [2" — p| < 3|z — 1] fiir alle n > N. Also ist

2= 1] = [Nz = 1] = [V = 2N < [V pl 4 [p— 2]
<Ae—1+ 3l -1 =z -1,

ein Widerspruch. [ ]
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Bemerkung ITI.2.8. Die Folge ((—1)"),en ist divergent, denn dies ist eine
geometrische Folge. Andererseits ist diese Folge beschriankt. Es existieren also
beschrankte Folgen, die nicht konvergieren. In diesem Sinne ist die Umkehrung
von Satz I11.2.6 falsch. ]

Satz I11.2.9. (Eindeutigkeit des Grenzwerts) Sei (ay)nen eine Folge im met-
rischen Raum (X,d). Gilt a, — a und a, — b, so ist a ="b.

Beweis. Sei ¢ >0 und d(a,,a) < ¢ fiir alle n > N sowie d(a,,b) < e fiir alle
n > Ny. Fir n > max(Ny, N3) gilt dann

d(a,b) <d(a,a,)+d(a,,b) <e+¢e=2e.

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt d(a,b) =0, also a = b. [

Durch diesen Satz wird die Bezeichnung lim,, .. a, fiir den Grenzwert
einer Folge, den man ja als ein Element von X verstehen will, erst gerechtfertigt.

Folgerung I11.2.10.  FEine Folge komplexer Zahlen hat hochstens einen Grenz-
wert. [

Fiir divergente reelle Folgen konnen wir wie folgt noch etwas feiner unter-
scheiden, in welchem Sinne sie divergieren.

Definition ITI.2.11. (Bestimmte Divergenz) Fiir eine reelle Zahlenfolge
schreiben wir

ap, — oo oder lim a, = oo,
n—oo

wenn fiur jedes R > 0 die Beziehung a, > R fiir fast alle n € N gilt. Analog

definiert man a,, — —oo bzw. lim, . a, = —o00. In diesem Fall heif3t die Folge
(an)nen bestimmt divergent gegen oo bzw. —oo. [

Beispiel II1.2.12. (a) Die Fibonaccifolge (f,)nen divergiert bestimmt
gegen oco. Wir zeigen hierzu durch vollstdndige Induktion, dass f, > n fir
n > 5 gilt. Um dies zu zeigen, beweisen wir die Aussagen

Pn ¢ fa>nAfpi>n—1 fir n>6

durch vollstandige Induktion.

(A) (Induktionsanfang) Fir n = 6 ist die Behauptung wegen f5 = 5, f¢ = 8
richtig.

(S) Sei also n > 7. Dann folgt aus der Induktionsannehme f, = f,—1 + fn—2 >
n—14n—2,dan—12>6 ist. Weiter folgt

n—14+n—2=2n—-3>n,

da n > 3 ist, und damit die Behauptung.
Also gilt f, > n fir fast alle n € N, und hieraus folgt sofort die bestimmte
Divergenz gegen oo.
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(b) Die Folge ((—1)")nen divergiert nicht bestimmt gegen oo.
(c) Es gilt lim,,— 00 % = 00: In Beispiel I11.2.5(4) haben wir

. n
RS

gezeigt. Also existiert zu jedem R > 0 ein N € N mit 5 < % fir n > N.

Dann ist %>Rfﬁrn>Nunddaher %—>oo. [

Aufgabe IT1.2.1. Sei (ay)nen eine Folge in dem metrischen Raum (X, d).

(a) Ist p € X, so gilt a,, — p genau dann, wenn d(a,,p) — 0 gilt.

(b) Existiert eine reelle Folge (b,)nen mit b, — 0 und d(a,,p) < by, so gilt
Ay — P. ]

Grenzwertsatze fiir Folgen

Der folgende Satz zeigt uns, in welcher Weise Grenzwerte von Folgen mit
Addition, Multiplikation und Ordnung vertréaglich sind. Zuerst bemerken wir,
dass eine Folge (a,,)nen in einem metrischen Raum X schon gegen p konvergiert.
wenn eine Konstante C' > 0 existiert, so dass

(Ve > 0) (IN. € N) (Vn > N.) d(an,p) < Ce
(Nachweis als Ubung).

Satz II1.2.13. (Grenzwertsitze fiir Folgen) Fir die komplexen Zahlenfolgen
(an)nen und (bp)nen gelte ap, — a und b, — b. Dann gilt:

(1) ap+b, —a+0b.

(2) an-b, —a-b.

(3) Fir \,p € C gilt Aay, + pb, — Aa+ pb.

(4) Ist b # 0, so existiert ein N € N mit b, # 0 fir alle n > N, und es gilt
dann limn—e ‘g—: =7-

(5) Sind beide Folgen reell und a,, < b, fir fast alle n € N, so folgt a <b.
(6) Sind A,B € R mit A <a, < B fir fast alle n € N, so0 ist a € [A, B].

Beweis. (1) Sei ¢ > 0. Wegen a,, — a und b, — b existiert ein N € N mit
la, —al <e und |b, — b|] < e fir n > N. Dann haben wir fiir n > N:

lan +bp — (a+0)| < la, —al+|b, —b] <e+e=2e.

(2) Da (a,) nach Satz II1.2.6 beschrankt ist, existiert ein C' > 0 mit
|b], |an| < C firalle n € N. Sei ¢ > 0. Wir suchen ein N € N mit |a,-b,—ab| < &
fir alle n > N. Sei hierzu N € N so gewéhlt, dass |b, —b| < & und |a, —a| < ¢
fiir alle n > N gilt. Damit erhalten wir fiir n > N:

|anby, — abl = |an (b, — b) + (an — a)b| < |an| - |bp — 0] + |an — al - |0]
< (Ce+4eC =2Ce.
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(3) Aus (2) folgt zundchst Aa,, — Aa und pb, — pb. Hierbei betrachten
wir A und g als konstante Folgen. Die Behauptung folgt daher aus (1).

(4) Wir betrachten zuerst die Folge (i)n en- Wegen [b] > 0 existiert ein

N € N mit |b, —b| < £[b| fiir alle n > N. Damit ist
b
’bn\:\bn—b+b\2|b]—|bn—b|>\b|_|?|:7>0

fiir alle n > N. Insbesondere ist b, # 0 fiir n > N. Weiter erhalten wir fiir alle
n>N:

11 _b—bn‘_]b—bn\ 2

— < —1|b—b,]|.
b5 = T T e S

e-|b|?

Wir wahlen nun zu € > 0 ein Ny > N mit [b —b,| < =5

Damit erhalten wir fir n > Ny :

fur alle n > Nj.

1 1 2 2¢|b|?
— — | < b, — b < =
by bl \b\2| = 2(b|2

Also gilt i — ¢ und wegen (2) schlieflich = ani —aj =%,

(5) Sei € > 0. Dann gilt nach Voraussetzung |a, —a| < e und |b, —b| < ¢
fiir fast alle n € N. Fiir diese n haben wir

a<a,+e<b,+e<b+2¢

und daher a < b, da € > 0 beliebig war.

(6) Indem wir (5) auf die konstante Folge b,, = B anwenden, erhalten wir
a < B. Analog ergibt sich A < a. [

Vorsicht: Aus a, < b, fiir alle n € N folgt im allgemeinen nicht a < b:
So gilt fiir a, := 0 und b, = % zwar a, < b, fir alle n € N, aber es ist
lim,, oo @, = 0 =1im,, oo by, .

Beispiel 111.2.14. (Rationale Zahlenfolgen) (a) Wir betrachten die Folge

_3n2—|—13n
- n2-—2 "

n € N.

an

Mit Satz I11.2.13(2) und Beispiel I11.2.5(1) erhalten wir &> = 11 — 0 und daher
den Grenzwert

3+ 340
Ap = 5 =3,
-2 1-0

wobei wir fiir Zahler und Nenner jeweils Satz I11.2.13(1) und dann Satz I11.2.13(4)
anwenden.

(b) Die gleiche Argumentation lésst sich fiir Folgen der Gestalt

xknk + xk_lnk_l + ...+ xo
a =
T Y™ 4 Y™ 4y
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anwenden. Hierbei sind m,k € N, z;,y; € C und x,yn # 0. In diesem Fall

haben wir
T+ 4+

k—m nk
an =1 .
Ym + P+
Wegen
Th— x _
T + k1+...+—2—>xk und ym+ym1+...+y—i—>ym
n n n
gilt

T —
e e - S

nk <k

— .

Nun haben wir 3 Falle zu unterscheiden.

1. Fall: £k = m. Dann erhalten wir a,, — 5’“ .

2. Fall: k <m. Wegen n*~™ — 0 erhalten wir in diesem Fall a,, — 0.

3. Fall: £ > m. Dann ist die Folge a,, divergent, denn ware dies nicht der Fall,
so fanden wir ein @ € C mit a,, — a. Hieraus erhielten wir n™ *qa,, — 0-a =0,
im Widerspruch zu ;—:L #0. |

Aufgabe IT1.2.2. (a) Zeigen Sie: Eine komplexe Zahlenfolge

(Zn)HGN = (xn + iyn)neN

konvergiert genau dann gegen die komplexe Zahl z = x + iy, wenn z,, — = und
Yn — y gelten. Hinweis: Verwende

max(|zy — x|, [yn — y|) < |20 — 2| < |20 — 2| + |yn — Y.
(b) Zeigen Sie: lim,, et 22,?—; =1. ]

Aufgabe II1.2.3. Wir suchen eine explizite Formel fiir die Fibonacci Folge

(fn)nen. Wir gehen dabei in folgenden Schritten vor:

(1) Zuerst betrachten wir eine Folge a,, := cA\™. Zeige: Diese Folge geniigt genau
dann der Rekursionsvorschrift a, 42 = an4+1+a,, n > 1, wenn AM—=A—1=0
gilt.

(2) Bestimme die beiden Losungen A\; > Ay der Gleichung A\2 — X\ — 1 =0.

(3) Jede Folge der Form a,, = c; AT + coA\y geniigt der Rekursionsvorschrift
Ap4+1 = Qp + Ap—1.

(4) Zeige: fn, = \/Lg()(f — AY) fiir alle n € N. Hinweis: Bestimme ¢; und ¢y in
(3), so dass a,, = f, fiir alle n € N gilt. n
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Teilfolgen

Definition IT1.2.15.  Ist (a,)nen eine Folge und n; < ny < ng < ... eine
Folge natiirlicher Zahlen, so heifit (a,, )ren eine Teilfolge der Folge (ap)nen. ®

Beispiele:
(a) Fiir n, = k? ist a1, a4, a9,ass, ... die Teilfolge (an2)nen von (an)nen-
(b) Wahlt man ng = 2k — 1, so ist ay,as,as,ar,... die Teilfolge (asx—1)ren

von (an)nGN .
Beim Ubergang zu einer Teilfolge éndert sich der Grenzwert nicht. Allge-
meiner gilt der folgende Satz:

Satz I11.2.16. Sei a, — a und p:N — N eine injektive Funktion. Dann gilt
limy, 00 Ap(n) = a.

Beweis. Die Voraussetzung a,, — a bedeutet, dass fiir jedes € > 0 ein N, € N
so existiert, dass
{neN:a, ¢ U.(a)} C{1,2,...,N.}.

Da p:N — N injektiv ist, gibt es hochstens N, Zahlen n mit p(n) < N.. Also
gilt a,(n) € Ue(a) fiir fast alle n € N, d.h. a,(,) — a. |

Folgerung 111.2.17.  Gilt a,, — a, so konvergiert auch jede Teilfolge gegen a.

Beweis. Sei (an, )ken eine Teilfolge. Mit p(k) = ny, folgt die Behauptung dann
sofort aus Satz I11.2.16. ]

Satz I11.2.16 besagt sogar, dass auch das Umordnen der Folgenglieder den
Grenzwert nicht adndert, z.B. gilt fiir a,, — a und

an—1, n gerade
b, := d.h. (b = as,a1, 04,03, ag, 05, . . .
n Uni1, N ungerade, ( n)nEN 2,1, 44, 03, U6, U5,

die Beziehung b, — a.

Monotone Folgen

Definition II1.2.18. (a) Eine reelle Folge (ay,)nen heift

momnoton wachsend an < Qptl
monoton fallend .. . an > a

f , wenn fir alle n € N gilt: no= Ul
streng monoton wachsend Gn < Qpt1
streng monoton fallend Gp > Gpyl-

(b) Im folgenden nennen wir eine Folge (a,)nen nach oben (unten) be-
schrénkt, wenn dies fiir die Menge {a,:n € N} der Folgeglieder der Fall ist. m
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Der folgende Satz ist ein Kernresultat der Analysis. Hier wird das Vollstan-
digkeitsaxiom dazu verwendet, um die Existenz von Grenzwerten zu beweisen.
An dieser Stelle geht also wesentlich ein, dass der Koérper, mit dem wir Analysis
treiben, ordnungsvollstandig ist. Im Korper Q der rationalen Zahlen gilt der
entsprechende Satz nicht, wie zum Beispiel jede monotone Folge rationaler Zahlen
zeigt, die in R gegen /2 konvergiert und daher in Q keinen Grenzwert besitzt.

| SATZ VON DER MONOTONEN KONVERGENZ |

Satz I11.2.19. (a) Jede reelle monoton wachsende und nach oben beschrinkte
Folge (an)nen konvergiert gegen

sup{a,:n € N}.

(b) Jede reelle monoton fallende und nach unten beschrinkte Folge (ay)nen

konvergiert gegen

inf{a,:n € N}.
Beweis. Wir zeigen nur (a), denn (b) erhélt man, indem man (a) auf die Folge
(—an)nen anwendet.

Nach Voraussetzung existiert a := sup{a,:n € N} (Vollstandigkeits-
axiom). Es gilt a, < a fiir alle n € N. Ist ¢ > 0, so ist a — ¢ keine obere
Schranke, also existiert ein N € N mit ay > a —e. Fir n > N ist dann
a—¢e<ay <a,<a;alsoist |a, —a| <e. Somit gilt a,, — a. [ ]

Beispiel II1.2.20. (Babylonisches Wurzelziehen) Fir a > 0 und k£ € N be-
trachten wir die induktiv definierte Folge (a;,)nen mit

a—ak
a1 :=a+1, Api1:=ap- |1+ =], neN
k-ay
Sie hat die folgenden drei Eigenschaften:
(1) a, >0, (2) af > a, (3) ant1 < ay

fiir alle n € N. Wir beweisen dies durch vollstandige Induktion nach n:
(A) n=1. Dannist (1) a; =a+1>0, (2) af =(a+1)* >a+1>a, und (3)
agzal-(l—i— a<%.

a—a’f a’f—
k-ak

1 kaf
S) Wir nehmen an, die Eigenschaften (1)-(3) gelten fiir ein n € N. Dann haben
( 8 8
wir .

1) k-af +a—a* = (k—1)af +a > 0. Damit ist 1 + 222 > 0 und folglich

n n n k-a

An+1 > 0.

(2) Unter Verwendung der Bernoulli-Ungleichung rechnen wir

><a1,da a¥ > a ist und

_ o kN\F _ ok
aﬁ+1:aﬁ.(1+ak akn) ZCLZ(]."‘I{:&]C ak”):aﬁ—l—a—a?’i:a.
'a/n -a

n
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(3) an+y2 < any folgt aus (2).

Die Folge (an)nen ist also eine monoton fallende Folge, die durch 0 nach
unten beschrankt ist. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz I11.2.19
muss sie damit einen Grenzwert b € R haben. Wie sieht dieser Grenzwert aus?

Zunichst folgt aus a® > a fiir alle n die Beziehung b* > a (Grenzw-
ertsitze). Insbesondere ist b > 0. Aus

. a—aF
i1 = Gy -
i k-ak
erhalten wir durch Ubergang zum Grenzwert auf beiden Seiten:
a— bk
b=b-(1 .
()

Somit ist 1+ 2= =1 und folglich b* = a, d.h. b= ¥/a. .

Haufungspunkte von Folgen

Um uns die Konvergenzeigenschaften monotoner Folgen zunutze zu machen, ist
die folgende Beobachtung ein effektives Hilfsmittel.

Lemma I11.2.21. Jede reelle Folge besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis. Sei (a,)nen eine Folge. Eine Stelle n € N heifle niedrig, wenn
Gntr > ap fir alle k € N gilt. Zwei Félle treten auf.

1. Fall: Es gibt unendlich viele niedrige Stellen. Dann bilden die Folgenglieder
an , n niedrig, eine monoton wachsende Teilfolge.

2. Fall: Es existieren nur endlich viele niedrige Stellen. Es existiert also ein
N € N, so dass keine Stelle n > N niedrig ist. Dann existiert ein k& € N mit
Gntk < @y, da n nicht niedrig ist. Induktiv findet man so eine monoton fallende
Teilfolge (an,, )men- n

| SATZ VON BOLZANO-WEIERSTRASS |

Satz II1.2.22. 2 Jede beschrinkte reelle Folge besitzt eine konvergente Teil-
folge.
Beweis. Mit Lemma II1.2.21 finden wir eine monotone Teilfolge. Diese kon-

vergiert aufgrund ihrer Beschranktheit nach dem Satz von der monotonen Kon-
vergenz (Satz 111.2.19). u

1" Bernard Bolzano (1781-1848), tschechischer Philosoph und Mathematiker in Prag.
2 Karl Theodor Wilhelm Weierstra$ (1815-1897), Mathematiker in Berlin.
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Definition I11.2.23.  Ist (a,)nen eine Folge in einem metrischen Raum X', so
heifit p € X Haufungspunkt dieser Folge, wenn eine Teilfolge (ay, )ken existiert,
die gegen p konvergiert. [ ]

Satz IT11.2.24. (H&aufungspunkte) Fir reelle Folgen gelten:
(a) Jede beschrdnkte reelle Folge hat einen Hdufungspunkt.
(b) Eine konvergente Folge hat genau einen Héiufungspunkt.

(c) Fine beschrankte Folge ist genau dann konvergent, wenn sie nur einen
Hdaufungspunkt besitzt.

(d) Der Punkt a € R ist genau dann Héaufungspunkt der Folge (an)nen, wenn
jede Umgebung von a unendlich viele Folgenglieder enthalt.

Beweis. (a) Dies ist genau der Satz von Bolzano-Weierstra8.

(b) Dies ist Folgerung I11.2.17 (jede Teilfolge konvergiert gegen den gleichen
Grenzwert).

(c) Wegen (b) miissen wir hier nur noch zeigen, dass jede beschriankte
Folge (an)neny mit nur einem Haufungspunkt a € R konvergiert. Gilt nicht
a, — a, so existiert ein € > 0, so dass unendlich viele Folgenglieder nicht in
Ue(a) =|a—e,a+¢[ liegen. Gilt a,, > a+¢ fiir unendlich viele Folgenglieder, so
erhalten wir eine Teilfolge (ap, )ren mit a,, > a+e¢ fiir alle k € N, die nach (a)
einen Haufungspunkt b > a + € besitzt; Widerspruch. Gilt a,, > a + € nicht fir
unendlich viele Folgenglieder, so gilt a,, < a—e¢ fiir unendlich viele Folgenglieder,
und man argumentiert entsprechend.

(d) Ist a ein Haufungspunkt und (a,,)reny eine Teilfolge, die gegen a
konvergiert, so existiert zu jedem ¢ > 0 ein K. € N mit a,, € U.(a) fir alle
k > K.. Somit enthélt U.(a) unendlich viele Folgenglieder.

Nun nehmen wir an, dass die Umgebung U, (a) fiir jedes £ > 0 unendlich
viele Folgenglieder enthélt. Wir konstruieren rekursiv eine Teilfolge (ay, )ken
von (an)nen, indem wir zundchst a,, so wéhlen, dass |a,, —a] < 1 ist und
dann zu jedem k € N ein Folgenglied a,, wéhlen, fiir das |a,, —a|] < % und
ng > ni_1 gilt. Diese Teilfolge konvergiert dann offensichtlich gegen a. [ ]

Im vorherigen Beweis (aber auch schon in Lemma II1.2.21) haben wir die
Methode der rekursiven Konstruktion einer Folge angewandt. Wir werden im
Rahmen dieser Vorlesung solche Konstruktionen bedenkenlos anwenden. Es sei
an dieser Stelle allerdings bemerkt, dass hier einige logische Subtilitaten lauern,
die man beriicksichtigen muss, wenn man die Existenz solcher Folgen auf einer
formalen Ebene rechtfertigen will.

Beispiele II1.2.25. (1) Die Folge a, = (—1)" besitzt die Haufungspunkte 1
und —1, denn es gilt az, =1 — 1 und as,4+1 = —1 — —1. Warum gibt es keine
anderen Haufungspunkte?

(2) Die Folge a, = (—1)" 4+ 2 besitzt ebenfalls die Hiufungspunkte 1 und —1,
denn es gilt as, =1+ % — 1 und ag,11 = -1+ Tlﬂ — —1.

(3) Die Folge a,, = n besitzt keinen Haufungspunkt, da jede Teilfolge unbe-
schrankt ist, also nicht konvergiert.
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(4) Die Folge

1

_ [ n, fallsn gerade
On = ~, falls n ungerade

ist unbeschrankt, besitzt aber den Haufungspunkt 0, da agp4+1 = —0. m

_1
2n+1
Definition I11.2.26.  Fiir eine Folge (a,)nen in R heifit

lim a,, := lim ,, .oy, = inf{z:a, <z fiir fast alle n € N} € RU {£o0}

der Limes superior der Folge (a,)nen. Man iiberlegt sich leicht, dass lima, < oo
Aquivalent dazu ist, dass die Folge nach oben beschrinkt ist, denn lima, < oo
ist aquivalent dazu, dass ein x € R existiert, so dass a,, < x fiir fast alle n € N
gilt. Dann existiert auch ein 2’ € R mit a,, < 2’ fir alle n € N.

Analog definiert man den Limes inferior der Folge (a,)nen durch

lim a,, := lim,, @, := sup{z: a,, > z fir fast alle n € N}. |

Lemma II1.2.27. Ist lima, € R, so ist lima, der grifite Hiufungspunkt der
Folge (an)nen. Entsprechend folgt aus lima, > —oo, dass lima, der kleinste
Haufungspunkt der Folge ist.

Beweis. Wir beweisen nur den ersten Teil. Sei ¢ := lima,. Wir zeigen
zuerst, dass ¢ ein Haufungspunkt ist. Ist dies nicht der Fall, so existiert nach
Satz 111.2.24(d) ein ¢ > 0, so dass U.(c) =]c — €,¢ + ¢[ nur endlich viele
Folgenglieder enhalt. Andererseits gilt a, < ¢+ ¢ fir fast alle n. Hieraus
folgt a, < ¢ — ¢ fiir fast alle n. Dies ist ein Widerspruch zu ¢ = lima,, .

Wir zeigen noch, dass die Folge (a,)nen keinen groferen Haufungspunkt
als ¢ haben kann. Sei dazu d > lima,,. Dann existiert ein € R mit z < d und
ap, < zx fir fast alle n € N (Definition des Infimums). Also enthélt U.(d) fir
€ < d — x nur endlich viele Folgenglieder, und d ist daher kein Haufungspunkt
(Satz I11.2.24). |

Beispiele. (a) lim(—1)" = 1 und lim (-1)" = —1.
Fir die Folge a,, := % + (—1)" erhalten wir die gleichen Werte.

(b) Fiir die Folge a, = —n ist lima, = —oo. D.h., —oo kann auch als
Limes superior einer Folge auftreten. [ ]

Cauchy-Folgen

In diesem Abschnitt lernen wir eine Klasse von Folgen kennen, die uns im weiteren
Verlauf der Analysis immer wieder begegnen wird.

Definition ITI.2.28. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (a,)nen in
X heiBt Cauchy-Folge! oder C -Folge, wenn sie folgende Bedingung erfiillt

(Ve > 0) (IN: € N) (Yn,m > N;) d(an,an) < €. [

1 Augustin Louis Cauchy (1789-1857); franzosischer Mathematiker
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Lemma I11.2.29. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Es gelte a,, — a in dem metrischen Raum (X,d). Sei € > 0. Dann
existiert ein N. € N mit d(a,,a) < § fiir n > N.. Fiir alle m,n > N, gilt
damit wegen der Dreiecksungleichung

d(ay, am) < d(ay,a) + d(a,an) <

Also ist (an)nen eine Cauchy-Folge. ]

Das wesentliche bei Cauchy-Folgen ist, dass nur auf die Folgenglieder selbst
und nicht auf einen eventuellen Grenzwert Bezug genommen wird.

Wir haben gesehen, dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist. Nun
stellt sich die Frage, wann bzw. ob es Cauchy-Folgen gibt, die nicht konvergieren.

Definition II1.2.30.  Ein metrischer Raum (X, d) heiit vollstdndig, wenn in
X jede Cauchy-Folge konvergiert. u

Beispiel I11.2.31. Der metrische Raum (Q, d) mit d(z,y) = |z — y| ist nicht
vollsténdig. Hierzu betrachten wir die Folge (ay)nen in Q mit
1 2

2 1 1 9 _
w=dwd a"“::2(“”+a_):“n(§+a_2):an<1+ 2a§n)'

In Beispiel 111.2.19 (der Fall £k = 2 und a = 2) haben wir gesehen, dass diese
Folge monoton fallend in R (!) gegen /2 konvergiert. Insbesondere ist (a,)nen
nach Lemma II1.2.29 eine Cauchy-Folge in R und daher existiert zu jedem ¢ > 0
ein N € N mit |a, —an,| < ¢ fir n,m > N, d.h., (a,)nen ist eine Cauchy-Folge
in Q. Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes in R (Satz II1.2.5) existiert
keine rationale Zahl z mit a, — x. Also ist die Folge (a,)nen in Q nicht
konvergent. [ ]

Wir kommen nun zu einem sehr wichtigen Konvergenzkriterium fiir Folgen,
das sich unter Umstanden nachpriifen lasst, ohne dass man einen Kandidaten fiir
einen Grenzwert kennt.

| CAUCHY-KRITERIUM FUR REELLE FOLGEN |

Satz 111.2.32. Der metrische Raum (R,d) ist vollstindig, d.h., eine Folge
reeller Zahlen konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. Wegen Lemma I[I1.2.29 haben wir nur noch zu zeigen, dass jede
Cauchy-Folge reeller Zahlen (a,)nen konvergiert.

Sei dazu ¢ > 0 und |a, — an| < € fir n,m > N.. Dann ist |a,| <
lan, —an_|+ |an.| < e+ an.]|, d.h., die Folge (ay)nen ist beschrankt. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrafl existiert dann eine konvergente Teilfolge (an, )ken -
Sei a = limy_, o0 ap, . Wir wihlen ein K. € N mit |a,, —a| < € fiir alle £k > K_.
Zu n > N, wahlen wir nun ein £ € N mit £ > K. und ni > N.. Dann ist
lan, — a| < |ap — an,| + |an, —a] < e+¢e =2e¢. Da € > 0 beliebig war, folgt
hieraus schliefllich a,, — a. [
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Folgerung 111.2.33.  (Cauchy-Kriterium fiir komplexe Folgen) Der metrische
Raum (C,d) ist vollstindig, d.h., eine Folge komplexer Zahlen konvergiert genau
dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. Sei (z,)nen eine Cauchy-Folge komplexer Zahlen und z,, = z,, + iy, .
Wegen |z, — | < |20 — 2| fiir alle n,m € N ist dann (z,),en eine Cauchy-
Folge reeller Zahlen, also nach Satz I11.2.32 konvergent gegen ein x € R. Analog
zeigt man y,, — y fiir ein y € R. Dann gilt z, — 2z := x+iy (Aufgabe 111.2.2).m

Das Cauchy-Kriterium fiir die Konvergenz von Folgen ist eher von theo-
retischem Interesse, d.h., zum Nachweis der Konvergenz konkreter Folgen wird
man es nur selten verwenden. Allerdings ist es in vielen allgemeinen Konver-
genzbeweisen ein sehr niitzliches Hilfsmittel.

| KONSTRUKTION VON R AUS |

Bemerkung III1.2.34.  Anders als wir es bisher getan haben, kann man die
reellen Zahlen auch als einen archimedisch angeordneten Korper charakterisieren,
der als metrischer Raum bzgl. der durch

d(z,y) = | —y| = max{z —y,y — x}
definierten Metrik vollstandig ist.

Vor diesem Hintergrund kann man eine Konstruktion der reellen Zahlen
aus den rationalen Zahlen beschreiben. Wir skizzieren kurz die Cauchy’sche
Konstruktion. Hierzu betrachten wir auf dem angeordneten Korper Q die Ab-
standsfunktion

:QxQ—-Q, (z,y) [z—yl
Man beachte, dass wir an dieser Stelle nicht auf die reellen Zahlen als Werte-
bereich der Abstandsfunktion zuriickgreifen diirfen, da wir diese ja konstruieren
wollen. Mittels der Abstandsfunktion definiert man nun Cauchy-Folgen in Q und
betrachtet die Menge C alle Cauchy-Folgen in Q. Auf dieser Menge definieren
wir eine Aquivalenzrelation (d.h. eine reflexive, symmetrische und transitive Re-
lation) durch
(an)nGN ~ (bn)neN e Qp — bn — 0.
Die reellen Zahlen erhalten wir nun als die Menge
R i= €/ ~i= {[(en)) (en) € C}
aller Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen in Q. Um einzusehen, dass diese

Menge all die Strukturen tragt, die wir auf den reellen Zahlen erwarten, hat man
Addition, Multiplikation und Ordnung auf R zu definieren. Dies geschieht durch

[(an)] + [(bn)] := [(an +bn)]  und  [(an)] - [(bn)] := [(@n - bn)].
Hierbei ist nachzuweisen, dass die rechte Seite nicht von der Wahl des jeweiligen
Repréisentanten abhéngt, d.h., dass fiir [(ay)] = [(a},)] und [(b,)] = [(b],)] auch
[(an+by)] = [(a), +b))] und [(an-b,)] = [(al,-b],)] gelten. Die Ordnung erhalten
wir dadurch, dass wir [(ay)] > [(0)] definieren, falls ein ¢ > 0 in Q existiert,
so dass a, > ¢ fiir alle bis auf endlich viele Folgenglieder a,, gilt. Man kann
nun zeigen, dass (R, +,-,R;) ein vollstdndig angeordneter Korper ist, also ein
Modell fiir die reellen Zahlen. ]
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I11.3. Zahlenreihen

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff einer unendlichen Reihe von Zahlen
ein.

Definition III.3.1. Sei (an)nen eine Zahlenfolge. Die Folge (S),)nen der
Summen

Sn 3:ZGk:al+&2+a3+---+an
k=1

heilt unendliche Rethe mit den Gliedern aj und wird symbolisch mit 220:1 ak

bezeichnet, d.h.
Z ar — ( Z ak> .
1 neN

k=1
(a) S, heiBt n-te Partialsumme der Reihe.
(b) Gilt S,, — S, so schreibt man auch S =Y ;- a;y und nennt S die Summe
der Rethe.
(c) Ist ng € Z, so schreiben wir allgemein 77 aj. fiir die Folge der Partial-
summen By, i= dpy + ... Fan =Y 0, ak, > ng. n

Man beachte, dass sich das qualitative Konvergenzverhalten einer Reihe
> | an nicht dndert, wenn man endlich viele Reihenglieder abéndert. Man
betrachtet dann emfach die Reihe Y °7  a, fiir ein ausreichend groBes ng € N.

Das Symbol Y 72 | a; hat also zwei verschiedene Bedeutungen. Ein-
erseits steht es fiir die Folge der Partialsummen und im Falle der Konvergenz
steht es auch fiir den Grenzwert der Reihe. Im folgenden wird jeweils aus dem
Kontext deutlich werden, auf welche Bedeutung man sich bezieht.

n=no

Satz I11.3.2. st die Reihe 2,30:1 ar konvergent, so gilt ap — 0.

Beweis. Es gelte S, := Y ,_, ar — S € C. Dann gilt wegen den Grenzwert-
satzen I11.2.13:
ap=8,—S,-1—5—-5=0. ]

Die Umkehrung von Satz III 3.2 ist im allgemeinen falsch; wir werden
beispielsweise zeigen, dass Y ~ = oo ist. Die Bedingung a, — 0 ist also
notwendig fiir die Konvergenz der Reihe, aber nicht hinreichend.

Wir diskutierenn nun einen der wichtigsten Typen von Reihen in der Ana-
lysis.

Satz II1.3.3. (Die geometrische Reihe > p-  2%)
(a) Fir 1+# z € C gilt die geometrische Summenformel: Fir jedes n € Nq ist

1— zn+1

Zz 11—z
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(b) Fir |z| <1 ist die geometrische Reihe konvergent mit

> 1
sz: T

k=0

(¢) Fir |z| > 1 ist die geometrische Reihe divergent.

Beweis. (a) Sei S, :=>,_,2". Dann ist

(1—2)S, = izk - izk“
k=0 k=0

=(1+z2+224+22 4+ +2") - (2+2+22 4+, 42"
=1-— "t

Hieraus folgt die Formel sofort.

(b) Fiir |z| <1 erhalten wir 2"*! — 0 aus Satz II1.2.7. Also folgt S,, — 1=2 =
ﬁ aus den Grenzwertsatzen I111.2.13.

(c) Fiir |z| > 1 ist Spy1 — S, = 2™ nicht konvergent gegen 0 (Satz I111.2.7), so

dass die Reihe wegen Satz I11.3.2 nicht konvergiert. |

Satz IIL.3.4. (Grenzwertsatz fir Reihen) Sind die Reihen Y ;- ar und
> peyi bi konvergent und A\,pu € C, so ist die Reihe Y o (Aag + pby) kon-
vergent mit

Z(Aak —|—/Lbk) = )\Zak —f—,quk.
k=1 k=1 k=1

Beweis. Das folgt sofort aus den Grenzwertsatzen I11.2.13 fiir Folgen, da fiir
Ay =31 _jak, By =37 _ by und C, := > ;_(Aag + pby) die Beziehung
Cn=XA,+p- B, gilt. ]

Beispiel I11.3.5. Wir betrachten die Reihe /7, m Fiir die Teilsummen
erhalten wir

5 _ =~ 1 _2”31 LTS UNS SEE S SRS S 1
t&=k(k+1) 4~k k+1 0 22 3 7 n on+l 0 ontl
Daher gilt 5,, — 1 und somit Z?ﬂm:l- m

Definition II1.3.6. (i) Eine Reihe ;7 , aj heiit beschrdnkt, wenn die Folge
(Ap)nen ihrer Partialsummen beschrankt ist, d.h., die Menge {|A,|:n € N} CR
ist beschrankt.

(ii) Die Reihe Y°p7, ai heifit positiv, wenn ay > 0 fiir alle k € N gilt. =

Beachte: Eine Reihe Zzozl ar ist genau dann positiv, wenn ihre Partial-
summenfolge (A, ),eny monoton wachsend und a; > 0 ist.
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| SATZ VON DER MONOTONEN KONVERGENZ FUR REIHEN |

Satz II1.3.7. Jede positive beschrinkte Reihe Y po, ai konvergiert gegen
sup{z ar:n € N}.
k=1

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz
(Satz 111.2.19), den wir auf die Folge der Teilsummen der Reihe anwenden. Da
die Reihe positiv ist, ist die so erhaltene Folge monoton wachsend. [ ]

Wir kommen nun zu einem Konvergenzkriterium fiir Reihen mit nicht
notwendigerweise nichtnegativen Gliedern. Wir nennen Reihen der Gestalt

> (=1)"a, mit a, >0 alternierend.

| LEIBNIZ-KRITERIUM |

Satz I11.3.8. Sei (an)nen eine monoton fallende Folge nichinegativer Zahlen.
Dann konvergiert die Reihe Y - (—1)"a, genau dann, wenn (an)nen eine
Nullfolge ist.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung a,, — 0 folgt sofort aus Satz I11.3.2.
Es bleibt zu zeigen, dass diese Bedingung fiir alternierende Reihen hinreichend
ist, wenn (a,),ecny monoton fallend ist.

Sei A, :=>"_,(—1)*a) die n-te Teilsumme. Dann gelten:

) Aop > Az — aong1 + A2ng2 = Aznyo,

) Aoni1 < Aong1 + G2y — G243 = Aongs,
) Ao > Agp — agni1 = Azpyr > Ay und

) A2y — Azni1 = azni1.

Die Folge (Aszy,)nen ist wegen (1) monoton fallend, die Folge (As2p+1)nen
wegen (2) monoton wachsend. Mit (3) folgt As, > Agpy1 > Aj; somit ist
(A2,,) nach unten beschrinkt. Also konvergiert (As,) nach dem Satz von der
monotonen Konvergenz. Sei

A= nll_{r;o Ag, = inf{As,:n € N}.
Gilt a,, — 0, so folgt aus (4) weiter Ag,y1 = Aoy —agpy1 — A—0= A und
folglich A,, — A, da fiir jedes € > 0 nur jeweils endlich viele As, bzw. Ag,11

nicht in U.(A) liegen. u
Beispiele II1.3.9. Die folgenden beiden Reihen sind konvergent:

(a) 1-24+32—-1+12—...(=log2)

b) 1—3+3—-2+...(=79). m

Wie man an den beiden obigen Reihen erkennt, hatte man den Grenzwert
sicher nicht so leicht direkt ausrechnen konnen. In diesem Sinne werden wir uns
nun weiter damit beschéaftigen, wie man die Konvergenz von Reihen untersuchen
kann, ohne a priori Information iiber ihren Grenzwert zu haben.
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Absolute Konvergenz von Reihen

Satz II1.3.10. (Cauchy-Kriterium fiir Reihen) Eine Zahlenreihe . ¢y ist
genau dann konvergent, wenn

(CK) (Ve > 0)(3N € N)(¥n,m > N) ] i ck} <e.

k=n

Beweis. Sei S, :=>}_qck. Dannist S, —S,—1 =Y ,-,, ¢k. Die Behauptung
folgt nun aus dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen (Folgerung I11.2.33). ]

Definition II1.3.11.  Eine Reihe Y ° | ¢, heifit absolut konvergent, wenn die
positive Reihe Y > | |c,| der Betrige konvergiert.

Satz I11.3.12. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis. Sei Y 7, |c,| konvergent. Zu e > 0 existiert dann ein N. mit
Zg; lenl > D002 len| — e, dhe 3007 o Ly len| < €. Fir m > n > N, gilt

dann
SalsSlalc Y lulse
k=n k=n k=N:+1
Die Reihe konvergiert also nach dem Cauchy-Kriterium II1.3.10. [ ]

Reihen, die nicht absolute konvergent sind, zeigen ein etwas merkwiirdiges
Konvergenzverhalten, wie das folgende Beispiel zeigt: Sei
11 1 1 1 1
S=1l—--+-—-4+-—=-+_-=%...
2 + 3 4 * 5 6 + 7
die Summe der alternierenden harmonischen Reihe, die nach dem Leibniz-Krite-
rium konvergiert. Wir erhalten dann

1 1 1 1 1 1 1
S P T
S 2+3 4+5 6+7 8
-HS—0+1+0 1+0+1+0 li
27 2 4 6 8
3S—1+0+1 1+1+0+1 1+1i
27 3 2 5 7T 4 977

Lasst man die Nullen weg, so entsteht nach geeigneter Umordnung aus der Reihe
in der letzten Zeile wieder die alternierende harmonische Reihe. Die fiithrt zu
dem scheinbaren Widerspruch S = %S, der sich nur dadurch auflosen lasst,
dass man feststellt, dass der Grenzwert einer Reihe sich im allgemeinen bei einer
Umordnung &ndert (vgl. Satz I11.3.14).

Dass dies bei absolut konvergenten Reihen nicht passiert, sagt uns der
folgende Satz.
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| UMORDNUNGSSATYZ |

Satz II1.3.13. Die Reihe Y .-, cp sei absolut konvergent und c:N — N bi-
jektiv. Dann konvergiert auch die Reihe Y - Ca(k) absolut und hat denselben
Grenzwert.

Beweis. Sei Cp, := Y} _ ¢, By =3 4 Cor) und € > 0. Nach Vorausset-
zung existiert ein M € N mit Y ",/ |cx| < e fur alle m > M. Wir setzen

N :=max{n € N:a(n) < M}

und beachten, dass dieses Maximum existiert, da wegen der Bijektivitat genau
M natiirliche Zahlen n mit a(n) < M existierten. Fiir n > N erhalten wir nun

|Bn_Cn|:’an(k)_ch 2’ Yo Cam— Y
k=1 k=1

k=1,a(k)>M k=M+1

| 3 awf+] 3 o

k=1,0(k)>M k=M+1
n n
< Y el X lalseres2
k=1,0(k)>M k=M+1
Hieraus folgt
[oe)
nh_)ngo B, = nlLrgo C, = ; Ck

und somit Y 7| Co(k) = Dopeq Ck- Wendet man dies nun auf die Reihe Y77, |cy|
an, so folgt > 7, [cx] = dpeq |cam|, d.h., die Reihe >777 | cqq) ist absolut
konvergent. [ ]

Wie wenig stabil nicht absolut konvergente Reihen gegeniiber Umordnun-
gen sind, zeigt der folgende Satz.

Satz II1.3.14. (Riemannscher! Umordnungssatz) Ist die reelle Reihe Y, ck
konvergent und nicht absolut konvergent, so existiert zu jedem beliebigen x € R
eine Bijektion o : N — N mit 377 | Cop) = .

Beweis. Zunéachst bemerken wir, dass wir 0.B.d.A. annehmen diirfen, dass alle
Folgenglieder ¢, # 0 sind. Ist dies nicht der Fall, so betrachten wir nur die
entsprechende Teilfolge.

Man kann jedes Glied ¢ der Reihe in der Form ¢ = ax + bx schreiben,
wobei ay, := max(cg,0) und by := min(cg, 0) ist. Die Folge (aj)kren enthilt dann
ausschlieflich nichtnegative und die Folge (bx)ren nichtpositive Glieder. Da die
Reihe Y 77, ¢ zwar konvergiert, aber nicht absolut konvergiert, gilt ar — 0,
by — 0, Y p_jar — oo und >, by — —oo, denn aus der Konvergenz von

! Bernhard Riemann (1826-1866), Mathematiker in Gottingen
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> ore ap wirde die von Y- by folgen und damit die absolute Konvergenz von
D by Ch-

Wir wihlen jetzt die Folgenglieder c,(,) rekursiv wie folgt. Seien c,; fiir
7 =1,...,n gewahlt und

{ca), - Camy} ={aj:j < kya; # 0} U{bj:j < m,b; # 0}.

Sei aj das erste von 0 verschiedene Folgenglied mit k& < k' und entsprechend
by mit m < m'. Wir setzen nun co(41) = ar oder co(ni1) = b, je
nachdem, ob d, := 22:1 Ca(k)y < T oder > x ist. Sei € > 0. Wegen ar — 0
und by — 0, existiert ein N € N, so dass [cqn)| < € fiir alle n > N gilt. Dann
erhalten wir zwei Falle:

(1) Sei dy < x und dy4r > =, k minimal. Dann ist |d, — x| < e fir alle
n>N+k.

(2) Ist dy > x, so argumentiert man analog.

Wir erhalten schlieBlich d,, — -, d.h. Y777 cam) = . SchlieBlich iiberlegt man
sich, dass die so erhaltene Abbildung a: N — N bijektiv ist. [

|])m1CAUCHY!PRODUKTFORMEL|

Satz II1.3.15. FEs seien . a, und Y. b, zwei absolut konvergente Rei-
hen. Fir n € N sei ¢, := >} _gan—kby. Dann ist die Reihe Y . - c, absolut
konvergent, und es gilt

e (5 (50)

Beweis. Sei A, :=Y;_qak, Bn:=> p_obk, Cn:=> ok sowie A, — A
und B,, — B. Wir zeigen zuerst lim, .o, C,, = AB. Sei dazu C} := A, B,
Dann gilt wegen den Grenzwertsatzen C; — AB, und es reicht daher aus,
lim,, o (C,,—C}) = 0 zu zeigen, denn hieraus folgt dann C,, = (C,,—C})+C}: —
AB. Wir haben

n n n A
k=0 3=0 0<k,j<n i=0 j=0 0<k+j<n

(Man beachte die Summationsbereiche.) Wir suchen nun ein N, € N, so dass

Z lag| - |b;| <e fiiralle n> N

0<k,j<n
k+j>n

gilt, denn dann ist nach der Dreiecksungleichung |C,, — C}| < . Sei also

Pum 30 Jael byl = (fjw) S Iy

k=0 j=0 k=0 j=0
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Da die Reihen "7 ja, und Y -, b, absolut konvergieren, konvergiert die Folge
P, gegen eine Zahl P € R. Damit gibt es eine Zahl N, € N mit |P,, — P,| < ¢
fir alle m,n > N, (Cauchy-Kriterium). Fiir n > 2N, ist dann

> lakl-bj| < Pu— P, <e,
0<k,j<n
k+j>n

da aus k+ 7 >mn > 2N, schon k£ > N, oder j > N. folgt. Hieraus erhalten wir
Ch,—A-B,dh. > jcn =23 0" qan > —obn. Es bleibt nun noch die absolute
Konvergenz zu zeigen. Wir haben zunachst

n

Z an—1br

k=0

|Cn| =

n
<d = lan—g| - [bel-
k=0

Wegen dem ersten Teil ist >0 jch, = > 7 lan] Y neq|bn|. Insbesondere ist
diese Reihe konvergent; folglich konvergiert auch . |c,| wegen Satz I11.3.7,
da diese Reihe beschriankt und positiv ist. [ ]

Bemerkung II1.3.16. Die absolute Konvergenz der Reihen ist essentiell fiir
die Giltigkeit der Cauchyschen Produktformel. Als Beispiel betrachten wir die
durch 1y

 — (=D

- vn+1

gegebenen Reihen Y 0 ja, = >~ b,, die nach dem Leibnizkriterium kon-

vergieren. Andererseits ergibt sich

Ay —

n n 1 1
= kb = (—=1)" ) '
¢ kzzoa ek = ( )I;]\/n—k+1 VEk+1

Wir zeigen, dass die Reihe ) 7 ¢, divergent ist, indem wir nachweisen, dass
(=1)"c, > 1 fiir alle n € N gilt. Wegen

1 > 1 S 1
VE+D)n—k+1) ~ /(n+1)2 “n+l

. 1 1 1 . . . .
ist EZ:O\/k—?\/n——T > Yp—ogi = 1, dh., die Rethe 377 ¢, ist nicht
konvergent. [ |
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IT11.4. Konvergenzkriterien fiir Reihen

In diesem Abschnitt werden wir einige Kriterien kennenlernen, mit denen man
die Konvergenz vieler Reihen nachweisen kann. Hierbei tritt eine neue Situation
auf. Wir werden Reihen sehen, deren Konvergenz sich zwar beweisen ldsst, deren

Grenzwert wir aber nicht angeben konnen. Dies fiihrt uns insbesondere zu der
Eulerschen Zahl e.

Definition III.4.1.  Die positive Reihe > 77 . a,, heifit Majorante der Reihe

n=1

> ¢n, wenn |¢,| < a, fir alle n € N gilt. m

Um die Konvergenz einer Reihe zu zeigen, zieht man oft Reihen heran, iiber
die man schon Bescheid weif. Wie dies funktioniert, zeigt der folgende Satz.

Satz I11.4.2. (Majorantenkriterium) Jede Reihe mit einer konvergenten Ma-
jorante konvergiert absolut.

Beweis. Sei > 7 a, eine konvergente Majorante der Reihe Y 7 ¢,. Fir
alle k£ € N gilt dann

k k k 00
Z]cn\ < Zan gsup{Zan:kEN} :Zan.
n=1 n=1 n=1 n=1

Damit ist > -, |c,| positiv und beschriankt und nach Satz I11.3.7 somit konver-
gent. [ |

Anwendungen des Majorantenkriteriums

Satz II1.4.3. (Verdichtungskriterium von Cauchy) Sei (¢,,)nen €ine nichtnega-
tive reelle monoton fallende Folge. Dann konvergiert die Reihe " ¢, genau
dann, wenn die Reihe Y - 2"con konvergiert.

Anschaulich ist dies klar, wenn man die Glieder der Reihe wie angedeutet grup-
piert:

Cl—f- CQ—|—03 + C4+...+C7 —I— Cg+...+015+...
S—— N ~~ < N v

-~
S 262 < 4C4 S 808

ci1+co+ c3+¢c4 +¢C5+...+¢cg + c9g+...+Cig+....
SN—— ~ ~ 4

-~

~
> 2cy > 4cg > 8cip
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Beweis. Wegen ¢, > ¢, 11 > 0 gilt

2k+1_1 okt _q k
E cn < ok . cor,  also g cn < E 2™ . con .
n:2k n=2 n=1

Ist 37 2"con konvergent und daher beschrinkt, so gilt dies auch fir Y07 | ¢,,

n=1
und die Konvergenz folgt aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz. Umge-

kehrt gilt

2" 2k k
2 - E Cp > 2- 2k_102k = 2k62k, also 2 E Cp > E 2" con .
n=2k-141 n=2 n=1
Konvergiert Y >~ | ¢,, so also auch >~ 2"con. ]

Folgerung II1.4.4.  Fir a € Q konvergiert die Reihe >, n% genau dann,
wenn o > 1 ist.

Beweis. Fiir a < 0 ist n% =n"% > 1 und die Folge (L) en konvergiert

n*/n
nicht gegen Null. Wegen Satz I11.3.2 ist die Reihe -, nia daher divergent.
Sei a« > 0. Dann gilt n® < (n+1)* (Aufgabe 11.2.4), also auch m <
n%- Das Verdichtungskriterium ist also anwendbar. Wir rechnen:
[o.@] 1 o.¢] oo
E o k(l—a) __ l1—an\k
22 (2F)« _22 _2(2 )
k=1 k=1 k=1
Dies ist eine geometrische Reihe, also genau dann konvergent, wenn 217¢ < 1 =
20 also wenn 1 — a < 0 ist, d.h. a > 1. [ |

Man kann mithilfe der Theorie der Fourierreihen zeigen, dass

1 w2 <1 w4 > 1 w6
_—= — _— = — d - = -
nz_:l 2 6 ng_:l nt o0 M nz_:l 76~ 945

gilt. Die Zahl m werden wir allerdings erst spéter durch die Cosinusfunktion
definieren.

Folgerung 111.4.5. Die harmonische Reihe Y.°0 . 1 divergiert, obwohl die

n=1n

Folge (:)nen eine Nullfolge ist, d.h. gegen Null konvergiert. [
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Quotienten- und Wurzelkriterium

Wir haben schon im Beweis von Folgerung I11.4.4 gesehen, dass man die geo-
metrische Reihe zum Vergleich heranziehen kann. Wir schauen uns weitere
Anwendungen dieses Typs an.

| QUOTIENTENKRITERIUM |

Satz II1.4.6. Euxistiert 0 < a < 1 mit |cpy1| < alcy| fir fast alle n € N, so
konvergiert Y -~ | ¢, absolut. Dies gilt insbesondere, wenn ¢, # 0 fir fast alle
n €N gilt und

ol g

(=

lim ,, oo

Gilt umgekehrt

so ist die Reihe divergent.

Beweis. Induktiv erhalten wir |cy x| < oF|cy| fiir ein ausreichend groBes N
und alle k£ € N. Also hat Y 7 \ ¢, die Majorante > -\ a" V|cy|, die wegen
a < 1 konvergiert. Die erste Behauptung folgt daher aus dem Majorantenkri-
terium.

Gilt ¢, # 0 fiir all n, m,_ 0 <2l < 1 und ist o € R mit

lcn |

En_,oow <a<l,
[

so gilt |ept1] < aley,| fir fast alle n € N. Also ist in diesem Fall die Vorausset-

zung erfiillt.

lcnt1]
[cn |
ein N € N with |c,y1] > ale,| fiir alle n € N, also |c,| > o N]ey|. Aus
a > 1 folgt daher, dass die Folge (c¢,) nicht beschrankt ist, also insbesondere
nicht gegen 0 konvergiert. [ ]

Ist andererseits ¢, # 0 fiir all n und « := lim > 1, so existiert

™)

Beispiele I11.4.7. Die Reihe Y 7, g—j konvergiert, denn es gilt fiir ¢, = & :

2
Cntl —(Zﬁf _(h+1)? 1 L
Cn ’2”0—2 n? 2 2

Das Quotientenkriterium liefert also die Behauptung. |
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Bemerkung III.4.8. (a) Fiir die harmonische Reihe > °° . L1 gilt zwar

n=1n
% = ;47 < 1 fiir alle n € N, aber wegen 5 — 1 existiert keine Zahl

a < 1 mit nLH < « fiir fast alle n € N. Das Quotientenkriterium ist hier also
nicht anwendbar.
(b) Fiir die Reihe Y2 | -1 hingegen gilt o = (HLH)Z — 1, obwohl die

Reihe konvergiert (vgl. Folgerung 111.4.4). Das Quotientenkriterium ist hinrei-
chend fiir die Konvergenz, aber nicht notwendig. [ ]

Das nun folgende Kriterium ist haufiger anwendbar:

| WURZELKRITERIUM |

Satz I11.4.9. (a) Ist
lim {/|c,| < 1,

so konvergiert Y | ¢, absolut.
(b) Falls {/|cn| > 1 fiir unendlich viele n € N gilt, so divergiert die Reihe.

Dies ist insbesondere fir L
lim {/|c,| > 1
der Fall.
Beweis. (a) Ist lim {/|c,| < 1, so existiert ein a € R mit lim {/|c,| < a < 1.
Dann gilt |c,| < o™ fiir fast alle n € N, d.h., fir ein ausreichend groles N € N

ist die Reihe Y ° \ o™ eine konvergente Majorante von Y~ \ ¢, . Die absolute

Konvergenz der Reihe folgt also aus dem Majorantenkriterium.
(b) Ist {/|c,| > 1 fiir unendlich viele n € N, so ist |¢,| > 1 und daher gilt
cn 7+ 0. Also konvergiert die Reihe Y°7 | ¢, nicht (Satz I11.3.2). m

n=1

Lemma I11.4.10. FEs gelten

lim {/n=1 wund lim ¥c=1 fir alle c > 0.

n—oo

Beweis. Es gilt ¢/n > 1 fur alle n € N. Wir haben also zu zeigen, dass zu
jedem ¢ > 0 ein N, € N existiert, so dass /n < 1+ ¢ fir n > N, gilt. Da
Yn<1l4ezun<(1+e)" dquivalent ist, beachten wir zunéchst

(1+e)" = zn: (Z)z—:k > (Z)ez = @52.

k=0

Aus dem Satz von Archimedes folgt die Existenz eines N, mit ”7_152 > 1 fiir
n > N.. Damit gilt aber auch (14 &)™ > n fiir n > N.. Damit ist {¢/n — 1
gezeigt.

Wegen *\L/g = "%ﬁ dirfen wir 0.B.d.A. ¢ > 1 annehmen. Dannist 1 <¢ <

n fir fast alle n und somit auch 1 < {/c < {/n. Wegen lim,, ., /n =1 folgt
hieraus lim,, o, ¢/c=1. [
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Bemerkung II1.4.11.  (a) Fiir die harmonische Reihe Y7 1 ergibt sich
nach (a) fiir das Wurzelkriterium {/c, = #ﬁ — 1. Dieses Kriterium ist
also nicht anwendbar, bzw. gibt uns keine Auskunft. Ebenso erhalten wir fiir
> et 7z Mit dem Wurzelkriterium g/c, = e 1; esﬂ ist also auch hier
nicht anwendbar. Das Wurzelkriterium ist hinreichend fiir die Konvergenz,
aber nicht notwendig.

(b) Ist das Quotientenkriterium anwendbar, so auch das Wurzelkriterium.
Dies sieht man wie folgt:
Sei 0 < a < 1. Aus |coq1| < alcy] fiir alle n > N folgt |c,| < o™ N|ey| =

a"'é—%l (Induktion!). Hieraus erhdlt man wegen Lemma I111.4.10

Y/ cn\ga\n/‘;—?\[]lﬁa<1.

Insbesondere ist lim ¥/|c,| < a < 1.
(¢c) Man kann beachte den Unterschied in den Divergenzbedingungen im
ler

Quotientenkriterium: lim ‘Cl—’L‘l' > 1 und lim ¢/|c,| > 1 im Wurzelkriterium.
(d) Fiir # € R betrachten wir die Reihe Y">° , ¢, , die durch

o x™, falls n gerade
") 22", falls n ungerade

gegeben ist. Dann gilt lim,, o ¥/|c,| = |z| (Lemma IT1.4.10) wegen lim /2 = 1;
das Wurzelkriterium liefert also Konvergenz fiir |z| < 1 und Divergenz |z| > 1.
Hingegen erhélt man mit dem Quotientenkriterium

Cnt1 | 2z; n gerade
cn %; n ungerade

und somit Konvergenz fiir || < 1 sowie Divergenz fiir [z| > 2. Man sieht, dass
das Quotientenkriterium mitunter weniger scharfe Schliisse zulasst. |

Beispiel I11.4.12. Ist die komplexe Zahlenfolge (a,),en beschrankt, so kon-
vergiert die Reihe Y - ap2® fiir alle 2 € C mit [2|] < 1 absolut, denn
ist |ag] < A fiir alle k € N, so hat > ;7 a,2" die konvergente Majorante
A Y220 |2F (geometrische Reihe). ]

Satz I11.4.13. (Konvergenz von Potenzreihen) Zu einer Folge (an)nen kom-
plexer Zahlen betrachten wir die Potenzreihe Y - anz™.

(1) Die Zahl R :=sup{r € R:Y 7 |a,|r™ < oo} heifit Konvergenzradius der
Potenzreihe. Ist |z| < R so konvergiert die Potenzreihe, und fir |z| > R
liegt Diwvergenz vor.

(2) Der Konvergenzradius ldsst sich durch folgende Formel von Hadamard be-
rechnen:

1
Ri=—¢ 0,00 s
lim {/|ay,| 0,0c]
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wobet wir % =00 und é =0 setzen.

Beweis. Aus dem Wurzelkriterium folgt sofort, dass > -, apz® konvergiert,

falls
2| - 1im ¥/|ay,| = lim {/|a,2"| < 1

gilt und divergiert, falls o
|z| - lim V/]a,| > 1

ist. Ist lim ¥/|a,| = oo, so liegt als nur fiir z = 0 Konvergenz vor und fiir

lim ¢/]a,| = 0 konvergiert die Reihe fiir alle z € C. In allen anderen Fillen
sehen wir, dass die Reihe konvergiert, wenn

1
2] < =
lim {/|ay|
gilt und divergiert, wenn
1
|2 > =
lim {/|ay|
ist. Hieraus ergeben sich sofort (1) und (2). u

Die Kreisscheibe Ugr(0) = {z € C:|z| < R} nennen wir Konvergenzkreis
der Potenzreihe. Fiir |z| = R erhalten wir aus dem Wurzelkriterium keine
Information. Daher muss man diese Falle jeweils gesondert betrachten, wie wir
es bei der Diskussion der geometrischen Reihe (das ist der Fall a,, = 1) in
Satz I11.3.3 getan haben. Wir werden spater auf Potenzreihen zuriickkommen,
da sie eine wichtige Rolle bei der Reihenentwicklung von Funktionen spielen
(Taylorentwicklung).

Aufgabe II1.4.2. (a) Fiir die geometrische Reihe Y 7 2™ gilt R =1.

(b) Fiir jedes k € N ist fiir die Reihe > o2 n*2" der Konvergenzradius
R=1.

(c) Ist p:R — R eine Polynomfunktion, so ist der Konvergenzradius der
Reihe Y 7 p(n)z" durch R =1 gegeben. n

Darstellungen reeller Zahlen

Die Beobachtung in Beispiel I11.4.12 hat eine wichtige Anwendung;:

Satz I11.4.14. Sei b > 2 eine natirliche Zahl. Dann lasst sich jede reelle Zahl
x> 0 in der Form

r= Y ap-b ¥ ae{0,...b-1}meZ

k=—m

darstellen. Die Darstellung ist eindeutig, wenn man ausschliefst, dass ap = b—1
fur fast alle k gilt.
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Man nennt obige Entwicklung fiir b = 10 Dezimalentwicklung und fir b = 2
Dualentwicklung. Allgemein spricht man von der b-al-Entwicklung. Fir b = 10
schreibt man auch kiirzer

o0
-k
E ar - 107" =a_ma_m+1...a-100,a10203 . . .,

k=—m

z.B.
2006,1107 =2-103+6-10° +1-107' +1-1072 +7-107%

Beweis. Zunachst folgt aus obigem Beispiel 111.4.12 und % < 1 die Konvergenz
von Reihen der Gestalt Y27 aj-b~%, wenn aj € {0,...b— 1} fiir alle k € N
gilt.
Existenz der Darstellung: Wir diirfen 0.B.d.A. z > 0 annehmen (warum?).
Man bestimmt die Zahlen aj, rekursiv wie folgt: Ist b~™ > x (beachte b~ — o0
fir n — —oo, vgl. Satz I11.2.7), so setzen wir a, := 0. Sei m := max{k €
Z:bF < z}.

Sei jetzt n > —m. Wir nehmen an, dass wir aj fiir £ < n schon so gewahlt
haben, dass

n—1
r—b (D < Z ap - b F <z

k=—m

gilt. Dies ist insbesondere fiir n = —m der Fall. Dann bestimmen wir a,
maximal mit Zzz_m ar - b~ % < z und beachten, dass dies a,, < b—1 zur Folge
hat, denn

n—1 n—1
Z ap b F b = Z ap b F o > g

k=—m k=—m
Weiter folgt aus der Maximalitat von a,,:
n
r—b""< Z ap - b F < x.
k=—m

Die n-te Partialsumme ist also die grofite b-al Zahl mit n Stellen hinter dem
Komma, die noch nicht gréfler als = ist. Induktiv erhalten wir

i ap b F —x

k=—m

<b™"

und daher Y70 ap-b"F =1z wegen b=" — 0.
Eindeutigkeit der Darstellung: Sei

oo

x = 3 ap-bF = cp bk
S S bt

k=—m k=—m
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wobei unendlich viele ap bzw. ¢; ungleich b—1 sind. Gibt es ein n € Z mit a,, #
Cn, SO existiert ein minimales n mit dieser Eigenschaft (Wohlordnungsprinzip).
Sei 0.B.d.A. a,, > ¢,,. Dann gilt

i cr bR < f: (b—1)bp"F = f: b=kl f: bk =p"
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

und folglich

e’} n—1 e’}
T = Z cp b F = Z ap-b7F 4 b+ Z ek - b F

k=—m k=—m k=n+1

n—1
< Y apbF (a1

k=—m
n—1 n
= Zak-b_k +a,b™" = Zak'b_k§$~
k=—m k=—m
Das ist ein Widerspruch. [ ]

Bemerkung I11.4.15.  (a) Mit Satz I11.4.13 haben wir unsere reellen Zahlen
wieder als das erkannt, was man schon in der Schule kennenlernt: Alle Zahlen,
die sich durch Dezimalentwicklungen darstellen lassen. Der grofle Nachteil des
Zugangs zu den reellen Zahlen iiber ihre Dezimalentwicklung ist, dass man die
zentralen Eigenschaften der reellen Zahlen, die wir direkt axiomatisch fixiert
haben, nur sehr umstandlich verifizieren kann.

(b) In Digitalrechnern sind Systeme zur Basis 2" am einfachsten zu be-
handeln. Das gilt insbesondere fiir n = 1, da ein Schalter zwei Zustande hat, 1
(fiir ,,ein®) und 0 (fiir , aus*). u

Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen

Wir haben in Folgerung I1.2.20 gesehen, dass zwischen zwei reellen Zahlen immer
eine rationale Zahl liegt. Man konnte daher annehmen, dass es genausoviele reelle
wie rationale Zahlen gibt. dass dieser Schluss in die Irre fiihrt, zeigt der folgende
Satz:

Satz II1.4.16. Das Intervall 10,1[ ist nicht abzdhlbar. Insbesondere ist die
Menge R der reellen Zahlen nicht abzahlbar.

Beweis. Wir verwenden das Cantorsche Diagonalverfahren. Angenommen,
10,1[ ist abzdhlbar, d.h. ]0,1[ = {z,,:n € N}. Dann lésst sich jede Zahl z,
als Dezimalreihe

2n =0,a\"aMalV .. = Z aijn)l()_k
k=1
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darstellen (Satz I11.4.14). Wir definieren ¢ € 10,1 [ durch ¢ =377, ¢,107% mit

5, fallsapi #5
Ck = 4, falls ap = 5.

Dann ist ¢, # ay fir alle & > 1. Aus Satz II1.4.13 folgt nun ¢ # x;, fiir alle
k € N wegen der Eindeutigkeit der Darstellung. Die reelle Zahl ¢ ist also nicht
in der Aufzahlung enthalten; Widerspruch. [ |

Folgerung 111.4.17. Die Menge R\ Q der irrationalen Zahlen ist nicht
abzahlbar. In diesem Sinne gibt es also ,mehr“ irrationale Zahlen als rationale.
n

Die Exponentialfunktion

Satz 111.4.18. Die Exponentialreihe

o)
z E 2"
e = —'
n.

n=0

konvergiert absolut fiir alle z € C. Die Exponentialfunktion
exp:C - C, zr—e*= Z—z”
n=0
hat folgende Eigenschaften:
(1) (Funktionalgleichung) e**Y = e%e¥ fiir alle x,y € C.
(2) Fiir alle z € C gilt e=® = (e*)~ L.
(3) Fir alle x € R ist e® > 0.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Konvergenz der Reihe. Fiir ¢, = ‘;—T gilt
len+1| = lenl - nli+|1 und n|i+|1 — 0. Die absolute Konvergenz der Reihe folgt
daher fiir jedes z € C aus dem Quotientenkriterium.

(1) Wegen der absoluten Konvergenz der Reihen fiir e* und e? gilt nach

der Cauchy-Produktformel II1.3.15

Nun folgt aus dem binomischen Lehrsatz

1 n—kk_lnnk—nk_l k
> G = (1) = e st

k=0
Alsoist e -e¥ = > 20 Lz 4 y)" = ey,

n=0 n!
(2) Dies folgt einfach aus e %e® = ¢7 %% = ¢V =1,

(3) erhalten wir aus (1) und (2) durch e® =e?% -e

INE]

=(e?)? > 0. m
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Die Zahl

oo

e;:elzzﬁ

n=0

heifit Eulersche Zahl. Wegen e =141+ % + % + ... ist e > 2,6. Etwas genauer

ist e = 2,7182871826198.... Eine andere Darstellung der Zahl e erhalten wir
aus dem folgenden Satz.

Satz I11.4.19. Flir alle z € C gilt

e = lim (1—|—i> )
n

n—oo

Beweis. Sei 7, = (1+2)", y, = 22:02—’; und ¢ > 0. Wir zeigen die
Existenz von N. € N mit |z, — y,| < € fiir alle n > N.. Hieraus folgt dann

. . .
lim z, = lim y, = €.
n—oo n—oo

Wegen der absoluten Konvergenz y,, — e* existiert zunachst ein N € N mit
5
k! 2
k=N+1
Mit dem binomischen Lehrsatz erhalten wir weiter

wm (1) =3 () -y e

A —1)n—k+1) O zkk_l(l l)
] nk T L " n
k=0 k=0 1=0
<1
und daher
n Zk k—1 l
1. (]
k=0 " 1=0 )
Ei)r,l]
Also ist

fir alle n > N. Schliellich existiert ein N, € N mit
N k—1
| 2| [ l ] 5
2 I -5 ) <5
k=0 1=0

fiir alle n > N.. Damit ergibt sich |y, —z,| < 5§+ § =«. n
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Bemerkung I11.4.20. Eine Moglichkeit, den Grenzwert aus Satz 111.4.19 zu
interpretieren, stellt die kontinuierliche Verzinsung dar. Wir stellen uns z als
Zinssatz fiir ein Jahr vor und bezeichnen mit k,;; das Anfangskapital. Dann gilt
bei

e jahrlicher Berechnung der Zinsen: kélell =kat - (1+ 2)

e halbjahriger Berechnung: kr(fe)u = kot - (1+ %)2

° %—jéihriger Berechnung: /{:%L = kaie - (1 4+ 2)".
Im Grenzwert (kontinuierliche Verzinsung) ergibt sich k50, = kait - €. |

Aufgabe II1.4.1. Zeigen Sie, dass fiir z > 0 die Folge (1 + Z)" monoton
wachsend ist. Warum liegt dies wegen Bemerkung I11.4.20 nahe? [ ]
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IV. Stetigkeit

IV.1. Stetige Funktionen

Stetige Funktionen R — R sind vielen sicher schon aus der Schule bekannt.
Dort erwirbt man sich die , naive“ Vorstellung, dass eine stetige Funktion eine
Funktion ist, deren Graphen man ohne Absetzen des Stiftes durchzeichnen kann.
Bevor wir uns der Thematik detailliert zuwenden, wollen wir einige Beispiele von
Funktionen betrachten.

(1) Die Funktion f;:R — R, fi(z) = 22 ist eine stetige Funktion.

(2) Die Funktion fo : R — R, fo(z) = [z] := max{k € Z:k < z} ([z] wird
als Gaufklammer bezeichnet) ist stiickweise konstant und an allen x € Z
unstetig.

(3) Die Sdgezahnfunktion fs : R — R, fs(x) = = — [x] ist ebenfalls an allen
ganzen x unstetig.

(4) Die Funktion

1, falls|z|>1
feR =R, fi(z):=< L1 falls 2 <|z[ <15, neN\ {1},
0 fallsx =0,
ist in allen Zahlen der Form %, n € 7, unstetig aber stetig in 0.

Die Idee hinter dem Begriff der Stetigkeit ist, dass sich der Funktionswert
der Funktion nur wenig andern darf, wenn sich das Argument nur wenig éndert.
So andert sich der Funktionswert von f, um 1, wenn man etwa vom Argument
2 = 1 nur ein Tausendstel abzieht; im Verhéltnis zur Anderung des Arguments
andert sich der Funktionswert sehr stark. Diese Funktion soll an diesen Punkten
also nicht als stetig gelten. Die formale Definition sieht folgendermaflen aus. Sie
ist eine der wichtigsten Definitionen der Analysis iiberhaupt.

Definition IV.1.1. (a) Esseien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine
Funktion f: X — Y heifit

(1) stetig in p € X, wenn

(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € X) dx(z,p) <0 = dy(f(x), f(p)) <&
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und

(2) stetig, wenn sie an jedem Punkt p € X stetig ist.
(b) Fiir eine Teilmenge X C R und eine Funktion f: X — R ergeben sich
die folgenden Definitionen:

(1) f ist stetig in p € X, wenn
(Ve>0)(F6>0) [z—p|l<d = |f(z) - flp) <€

gilt.
(2) f ist stetig, wenn f in jedem Punkt p € X stetig ist. [

Beispiel IV.1.2. (a) Ist (X,d) ein metrischer Raum und p € X ein Punkt,
so ist die Abstandsfunktion

fpr X =R, zw—d(z,p)

stetig.
Zunachst erhalten wir durch zweimaliges Anwenden der Dreiecksunglei-
chung:

[fp(2) = fp(y)| = ld(z,p) — d(y,p)| < d(z,y)

fir alle x,y € X (vgl. Aufgabe III.1.1). Sei nun € > 0. Mit § = ¢ erhalten wir
damit fiir d(z,y) < die Beziehung

[fp(x) = fry)l <e.

Also ist die Funktion f, stetig.
(b) Aus (a) folgt insbesondere, dass die Funktion f:C — R, f(z) := |z|
stetig ist, denn |z| = d(z,0). n

Damit wir besser mit diesem neuen Begriff umgehen kénnen, geben wir
mehrere Formulierungen der Stetigkeitsbedingung an.

Satz IV.1.3. Fir eine Funktion f: X — Y zwischen den metrischen Raumen
(X,dx) und (Y,dy) sind dquivalent:

(1) f ist stetigin p e X.

(2) (Ve >0)(30>0) f(Us(p)) € U(f(p))-

(3) (Folgenkriterium) Fir jede Folge (xy)nen mit x, — p gilt f(z,) — f(p).
Beweis. (1) = (2): Da f in p stetig ist, existiert zu jedem ¢ > 0 ein § > 0
mit

dx(z,p) <6 = dy(f(z),f(p)) <e.

Dies bedeutet x € Us(p) = f(z) € U(f(p)) bzw. f(Us(p)) C U(f(p)).

(2) = (3): Es gelte x,, — p in X. Wir zeigen f(z,) — f(p). Sei dazu
e > 0. Dann existiert ein § > 0 mit f(Us(p)) C U.(f(p)). Sei nun N5 € N mit
dx(xn,p) < 6 fir alle n > Ny. Dann ist x,, € Us(p), also f(x,) € Us(f(p)) fir
alle n > Ns. Daher gilt f(z,) — f(p).
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(3) = (1): (indirekter Beweis) Wir nehmen an, f sei in p € X unstetig.
Dann existiert ein € > 0, so dass fiir kein § > 0 gilt:

dx(z,p) <6 = dy(f(2), [(y)) <e.

Es existiert also fiir jedes n € N ein Punkt z,, € X mit dx(z,,p) < % und
dy (f(zn), f(p)) > €. Damit gilt x,, — p und f(z,) - f(p). Hiermit ist die
Behauptung bewiesen. [ ]

Wir erinnern uns daran, dass wir eine Teilmenge U eines metrischen
Raumes offen nennen, wenn fiir jedes p € U ein € > 0 mit U.(p) C U existiert.
Mit diesem Begriff konnen wir eine sehr einfache abstrakte Charakterisierung der
Stetigkeit angeben.

| STETIGKEIT UND OFFENE MENGEN |

Satz IV.1.4. FEine Funktion f : X — Y zwischen den metrischen Rdaumen
(X,dx) und (Y,dy) ist genau dann stetig, wenn fir jede offene Teilmenge
V CY das Urbild f~1(V) C X offen ist.

Beweis. , = “ Sei f stetigund V CY offen. Wir zeigen, dass f~1(V) offen
ist. Sei dazu p € f~1(V). Dann ist f(p) € V, und wegen der Offenheit von V
existiert ein € > 0 mit U, ( f (p)) C V. Nach dem vorigen Satz existiert ein § > 0
mit f(Us(p)) C U(f(p)) €V, also Us(p) C f~(V). Wir haben damit gezeigt,
dass die Menge f~'(V) zu jedem Punkte p eine §-Umgebung von p enthilt,
d.h., f71(V) ist offen.

» <= “ Seien nun Urbilder offener Teilmengen von Y wieder offen und

p € X. Wir zeigen die Stetigkeit von f in p. Sei dazu ¢ > 0. Dann
ist U.(f(p)) eine offene Menge, die f(p) enthilt (Lemma II1.1.6). Daher ist
Y U.(f(p))) € X offen. Da p in dieser Menge enthalten ist, finden wir ein

6 > 0 mit Us(p) € f~H(Ue(f(p))), dh. mit f(Us(p)) € Ue(f(p)). Alsoist f
nach dem vorigen Satz in p stetig. [

Satz IV.1.5. Seien (X,dx) und (Y,dy) und (Z,dz) metrische Riume. Sind
die Funktionen f: X —Y bzw. g:Y — Z in p bzw. in f(p) stetig, so ist die
Funktion go f : X — Z in p stetig.

Beweis. Um dies zu zeigen, verwenden wir das Folgenkriterium aus Satz
IV.1.3(3) Sei x,, — p in X. Da f in p stetig ist, gilt f(x,) — f(p). Da g
in f(p) stetig ist, gilt

(90 f)(@n) = g(f(xn)) — g(f(p))-
Also ist go f in p stetig. [

Folgerung IV.1.6. Sind f: X —Y und g :' Y — Z stetige Funktionen
zwischen metrischen Raumen, so ist die Komposition go f : X — Z stetig. ®
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Satz IV.1.7. Die Funktionen f,g: X — C seien in p € X stetig.
(1) Fir alle Zahlen \,p € C sind die Funktionen \f+pug und f-g in p stetig.

(2) Ist f(p) # 0 fiir alle p € X, so ist auch die Funktion % X —-C, z— %
stetig in p.
Beweis. Wegen dem Folgenkriterium fiir die Stetigkeit in p (Satz IV.1.3(3))
folgen alle Behauptungen aus den Grenzwertsatzen fiir Folgen; als Beispiel sei
der Beweis fiir die Stetigkeit von fg angegeben: Sei (z,)nen eine Folge in
X mit x, — p. Dann gelten, da f und ¢ in p stetig sind, f(z,) — f(p)
und g(x,) — g(p). Nach dem Satz iiber den Grenzwert des Produkts zweier
konvergenter Folgen gilt dann auch f(z,)g(x,) — f(p)g(p). n

Wir vermeiden an dieser Stelle die Schreibweise f~! fiir die Funktion %, um
Verwechslungen mit einer Umkehrfunktion im Sinne von Satz 1.3.6 vorzubeugen.

Bemerkung IV.1.8. Im Punkt (2) des vorigen Satzes haben wir f(z) # 0 fiir
alle z € X vorausgesetzt, da die Funktion % : X — C sonst gar nicht definiert
ist. Man kann die Aussage (2) folgendermaflen verschérfen: Ist f(p) # 0 und f
stetig in p, so gibt es ein 0 > 0 mit f(x) # 0 fiir alle x € X N Us(p). Dann ist
also 1/f auf Us(p) definiert und stetig in p.

Um diese Aussage zu beweisen, setzen wir ¢ := |f(p)| und wéhlen ein J,
so dass

[z —pl <6 =|f(z) - f(p)| <e.

Dann gilt fiir « € Us(p):

[f (@) = [f(x) = f(p) + f(0)| = [f ()| = [f(z) = ()| = e = |f(2) = f(p)| > 0. m

Beispiel IV.1.9. (Beispiele stetiger Funktionen)

(1) Die identische Abbildung id : C — C,z — x ist stetig, denn fiir alle ¢ > 0
kann man § = ¢ wéhlen. Aus |z —p| < ¢ folgt dann |f(z) — f(p)| = |z —p| < €.
(2) Die konstante Funktion: Fiir jedes ¢ € C ist die Funktion C — C,z +— ¢
stetig (hier ist § > 0 beliebig).

(3) Eine Funktion f : C — C der Gestalt f(z) = > ,_,ax - 2" mit ay € C
heiflt Polynomfunktion oder Polynom. Ist ap # 0, so nennt man k den Grad
des Polynoms f. Mit Satz IV.1.7 und (1) sowie (2) erhalten wir induktiv die
Stetigkeit aller Polynomfunktionen.

(4) Rationale Funktionen: Seien f,g : C — C Polynomfunktionen und D :=
{z € C:g(z) # 0}. Dann ist die Funktion

i:D—>(C, Z

g 9(2)

stetig. Beispielsweise ist die Funktion f:C\ {1} — C,z — £l stetig. n
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Satz IV.1.10. FEin Polynom vom Grad n besitzt hochstens n Nullstellen.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach dem Grad des
Polynoms. Ist der Grad 1, so ist die Behauptung trivial. Sei n > 1 und
9(z) = > p_,arz" ein Polynom vom Grad n sowie zy eine Nullstelle von g.

Mit
- - (R e j
g(z):kzzoak(z—zo—kzo)k:];)ak;(j)zg (z — 20)
:j%(;jak(?)zg_j)(z—zo)j

erhalten wir eine Darstellung von ¢ als

g(z) = Z bi(z — 20).
=0

Nun ist
n

0= g(Zo) = bj(Zo — Zo)j = bo.

J=0

Also ist g(z) = (2 — 20) Z?;Ol bj+1(z — 20)?. Da der zweite Faktor nach In-
duktionsvoraussetzung hochstens n — 1 Nullstellen besitzt, sehen wir, dass g
hochstens n Nullstellen besitzt. [ ]

Um den Umgang mit der Stetigkeit von Funktionen zu erleichtern, ist der
folgende Konvergenzbegriff fiir Funktionen sehr niitzlich.

Definition IV.1.11. Sei D C R und f: D — R eine Funktion, p € RU{+o00}
und es existiere mindestens eine Folge (z,)pen in D mit lim, .. x, = p. Wir
schreiben
J;iir;)f(x) =a € RU{to0},
falls fiir jede solche Folge f(x,) — a gilt.
Wir schreiben

lim f(x) =a oder lim f(z)=a,
x,/p T—p—

falls f(z,) — a fiur alle Folgen in DN] — oo, p[ mit x,, — p gilt (linksseitiger
Grenzwert von f in p). Analog schreibt man

I — d I —a,
wl{gf(m) a oder xig)lJrf(x) a

wenn f(z,) — a fiir alle Folgen in DN|p,00[ mit x,, — p gilt (rechtsseitiger
Grenzwert von fin p). |
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Aus dem Folgenkriterium fiir die Stetigkeit (Satz IV.1.3(3)) folgt sofort,
dass die Stetigkeit im Punkt p € D aquivalent ist zu

lim f(z) = f(p).

Andererseits behaupten wir, dass fiir den Fall, dass p € D ist, folgende Aquiva-
lenz gilt:
lim f(z) =a <= fp)=a A limf(z)=a A lim f(z)=a.
T—p x,/'p T\
In der Tat ist “=" trivial. Fir “<” miissen wir zeigen, dass unter Voraussetzung
der drei Bedingungen auf der rechten Seite fiir jede Folge x,, — p die Beziehung
f(xy) — a gilt. Ist dies nicht der Fall, so existiert ein € > 0, so dass die Menge
M. = {n € N:|f(z,) — a] > £} unendlich ist. Dann ist eine der beiden Mengen

{ne M.z, <p} oder {née M.z, >p}

unendlich, und dies fithrt direkt zu einem Widerspruch zu einer der Aussagen
auf der rechten Seite.

Beispiel IV.1.12. (a) Fiir die Funktion f : R — R, > [2] gilt lim,_.,, f(z) =
f(p) fir alle p ¢ Z. Fir p € Z haben wir lim, ~, f(x) = p—1 # f(p) und
limg\ , f(x) = p. Also ist diese Funktion genau dann in p € R stetig, wenn
p & 7 ist.

(b) Sei m € N. Fir f:]0,00[— R, f(z) = =, gilt limy .o f(z) =0,
denn fiir jede Folge (x,)nen mit x, — oo gilt % — 0 und daher auch f(z,) =
(i)m — 0.

Tn

Aufgabe IV.1.1. Sei D C R ein Intervall und f: D — R eine Funktion.

(a) Ist f monoton wachsend und p # min D, so existiert der linksseitige
Grenzwert lim, ~, f(x). Ist p # max D, so existiert der rechtsseitige Grenzwert
lim, , f(x) und es gilt

lim f(x) < lim f(x).

z,/p TN\P
Die Funktion ist in p € D mit min D # p # max D genau dann stetig, wenn
lim, ~, f(x) = limg, f(2) gilt.
(b) Sei p € R und es existiere mindestens eine Folge in D, die gegen p

konvergiert. Dann gilt
lim f(z) =a

r—p

genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass

(VxeD) |z—pl<d = |f(x)—a|l<e

gilt.
(c) Sei p =00 und D nicht nach oben beschriankt. Dann gilt
lim f(x) =a
T—p

genau dann, wenn zu jedem ¢ > 0 ein R € R existiert, so dass
(VxeD) z>R = |f(z)—a|<e. [
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Eigenschaften stetiger Funktionen

Wir lernen in diesem Abschnitt einige Satze tiber stetige Funktionen kennen, die
wir in der Analysis II in einer sehr allgemeinen Form wiedersehen werden. Sie
sind insbesondere fiir viele Anwendungen wichtig, da sie oft Existenzaussagen fiir
die Losungen von Gleichungen liefern.

| SATZ VOM MAXIMUM |

Satz IV.1.13. Seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R stetig. Dann ist
f beschrankt, d.h., die Bildmenge f([a,b]) ist eine beschrinkte Menge, und f
nimmt ein Minimum und ein Maximum an.

Beweis. Sei M :=sup f([a,b]) C RU{oco}. Aus der Definition des Supremums
folgt nun die Existenz einer Folge (z,,)nen in [a,b] mit f(z,) — M. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrafl existiert eine Teilfolge (z,, )ken von (zn)nen, die
gegen ein z € R konvergiert. Aus a < x,, < b folgt a < x < b, und aus der
Stetigkeit von f folgt f(x,,) — f(z). Hieraus folgt M = f(x) < co und daher
M = max f([a,b]).

Fiir m := inf f([a,b]) argumentiert man analog. n

Etwas griffiger formuliert besagt Satz IV.1.13, dass jede stetige Funktion
auf einem abgeschlossenen, beschriankten Intervall ein Maximum und ein
Minimum annimmt.

Beispiel IV.1.14. (a) Die Funktion f:]0,1] — R, x +— 1 ist stetig, aber nicht
beschrénkt. Fiir Intervalle der Gestalt |a, b] gilt der Satz IV.1.13 also nicht.

(b) Die Funktion f:[0,1] — R, x — 22 —2° nimmt auf [0, 1] ein Maximum
an. ]

| ZWISCHENWERTSATZ |

Satz IV.1.15. FEine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden Wert zwischen
f(a) und f(b) an.
Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. f(a) < f(b) annehmen, denn fir f(a) = f(b)
ist die Behauptung trivial, und fiir f(a) > f(b) beweist man sie analog. Sei
also f(a) < ¢ < f(b). Wir haben die Existenz eines p € [a,b] mit f(p) = ¢
nachzuweisen. Sei dazu p := sup{z € [a,b]: f(z) < ¢}. Wir behaupten, dass
f(p) = c gilt.

Aus der Definition von p folgt fiir jedes n € N die Existenz eines Elements
T, € [a,p] mit z, > p— 2 und f(z,) < ¢ (vgl. Lemma I1.2.14). Wegen
Tn € [p— %,p] gilt x, — p, und wegen der Stetigkeit von f ist f(p) =
lim,, o f(2,) < c. Insbesondere ist p < b. Ist f(p) < ¢, so existiert wegen der
Stetigkeit von f ein § > 0, so dass f(x) < ¢ fir alle z € [a,b] mit |x —p| <
gilt. Fiir jedes p’ €]z, b] mit [p’ — p| < § ist dann f(p') < ¢, im Widerspruch
zur Definition von p. Also gilt f(p) = c. n
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Beispiel IV.1.16. Die Funktion f:[0,2] — R,z +— 2% + 2 — 1 hat eine Null-
stelle. Dennda f(0) = —1 <0 und f(1) =1 > 0 ist, liefert der Zwischenwertsatz
die Existenz einer Zahl z € [0,1] mit f(x) =0, also 2% +z = 1.

Hieraus folgt insbesondere, dass der Zwischenwertsatz nicht gilt, wenn man
als Definitionsmenge Teilmengen der rationalen Zahlen betrachtet; die rationalen
Zahlen haben ,, zuviele Locher“. ]

Satz IV.1.17. Jede Polynomfunktion f:R — R ungeraden Grades besitzt eine
reelle Nullstelle.

Beweis. Sei f(z) =Y ,_,arz" mit ungeradem n und a, # 0. Dann kénnen
wir nach Division von f durch a, annehmen, dass a,, = 1 ist, d.h., wir haben

f(:v)Zflf”-<1+a”_1+...+a—2>
X X

fiir alle  # 0. Nun ist lim, 1o 14+ *22 4 ... 4+ 22 =1 (vgl. Beispiel IV.1.12).
Daher finden wir ein z; < 0 mit 1+a;—zl+...+% > 0 und ein x5 > 0 mit

1+%+...—}—“—2>0. Dann ist
2 zy

f(:cl):a:?(1+‘“;—;1+...+g—§)<0 und
f(xg):xg(1+“g—;l+...+;—§)>0

Folglich existiert nach dem Zwischenwertsatz ein x3 € |z1, zo[ mit f(z3) =0.m

Man beachte, dass es sehr wohl reelle Polynome geraden Grades gibt,
die keine reelle Nullstelle haben; als Beispiel sei f(x) = 2% + 1 genannt (vgl.
Bemerkung I11.2.5).

Satz IV.1.18. (Intervalleigenschaft stetiger Funktionen) Das Bild eines Inter-
valls unter einer stetigen Abbildung ist wieder ein Intervall, d.h., ist I C R ein
Intervall und f: I — R stetig, so ist f(I) ein Intervall.

Beweis. Seien z,y € f(I). Dann existieren a,b € I mit f(a) = x und
f(b) = y. Nach dem Zwischenwertsatz ist [f(a), f(b)] C f([a,b]) C f(I), d.h.,
f(I) ist ein Intervall. u

Definition IV.1.19. Sei D C R und f: D — R ein Funktion. Dann heifit f
(1) monoton wachsend, wenn z <y = f(x) < f(y)
(2) streng monoton wachsend, wenn z <y = f(x) < f(y)
(3) monoton fallend, wenn z <y = f(x) > f(y)
(4) streng monoton fallend, wenn x <y = f(z) > f(y)
jeweils fiir alle x,y € D gilt.

Die Funktion f heifit monoton, falls f monoton wachsend oder fallend ist,
und streng monoton, wenn f streng monoton wachsend oder fallend ist. ]
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Beispiel IV.1.20. Die Funktion

ist injektiv, aber nicht streng monoton. Das folgende Lemma zeigt, dass so etwas
fiir stetige Funktionen auf Intervallen nicht vorkommt. ]

Lemma IV.1.21. Ist I CR ein Intervall und f : I — R stetig, so ist f genau
dann injektiv, wenn f streng monoton ist.

Beweis. , = “ Ist f streng monoton und x # y in I, so ist f(z) < f(y) oder
f(x) > f(y), in jedem Fall also f(x) # f(y) und damit f injektiv.

»<=“ Sei f injektiv. Wir fiihren einen indirekten Beweis und nehmen
dazu an, dass f nicht streng monoton ist. Dann existieren Zahlen z; < y; in I
mit f(z1) > f(y1) und 22 < yo in I mit f(z2) < f(y2) (denn f(z1) # f(y1)
und f(z2) # f(y2) folgt jeweils aus der Injektivitdt). Nun betrachten wir die
Funktion

g:[0,1] = R, t— f(ter + (1 —t)xs) — f(tyr + (1 — t)y2),

die als Zusammensetzung stetiger Funktionen wieder stetig ist (Folgerung IV.1.6).
Esist g(0) = f(z2) — f(y2) <0 und g(1) = f(z1) — f(y1) > 0. Nach dem Zwis-
chenwertsatz existiert also ein ¢t €]0, 1] mit g(¢) = 0, d.h., fiir 23 := tz1+(1—1)z2
und y3 = ty; + (1 — t)y2 gilt f(xs) = f(ys). Nun ist tz; < ty; und
(1 —t)ze < (1 — t)y2, so dass auch z3 < ys gilt. Dies ist ein Widerspruch
zur Injektivitat von f. |

| SATZ UBER DIE UMKEHRFUNKTION |

Satz IV.1.22. Sei I C R ein Intervall und f : I — R stetig und injektiv.
Dann ist D := f(I) C R ein Intervall, die Funktion f ist streng monoton und
besitzt eine streng monotone stetige Umkehrfunktion f~': D — I C R.

Beweis. Wegen Satz IV.1.18 und Lemma IV.1.21 ist D ein Intervall und f
streng monoton. Wir nehmen an, dass f streng monoton wachsend ist. Den
anderen Fall behandelt man analog. Sei f~!: D — I die Umkehrfunktion.

f~! ist streng monoton: Sei x < y in D. Dann existieren a,b € I
mit f(a) = x und f(b) = y. Da f streng monoton wachsend ist, gilt a < b
(andernfalls erhalten wir einen Widerspruch). Daher ist

[Ty =a<b=f"y),

also auch f~! streng monoton wachsend.
f~! ist stetig: Sei ¢ € D und ¢ > 0. Wir zeigen die Existenz eines § > 0
mit
(VyeDy<q)ly—a<d = [f'y)-fl<e
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Wir unterscheiden zwei Falle.
Fall 1: ¢ = min D. Dann existiert kein y € D mit y < ¢ und es ist daher nichts
zu zeigen.
Fall 2: ¢ # minD. Dannn existiert ein z € I mit z € |f~*(q) — &, f~(q)[
Dann ist f(z) < ¢ und wir setzen ¢ := ¢ — f(x). Fir y < ¢ und |y — q| < 0
ist dann y € ]f(z),q[ und daher f~'(y) € Jo, f~H(g)[ € |f(q) —& f ().
Insbesondere ist also |f~(q) — f~1(y)| < e.

Analog zeigt man die Existenz eines § > 0 mit

(VyeDy>q) ly—d<s = [f'y-f'al<e
und erhilt so die Stetigkeit von f~! in gq. n
Beispiel IV.1.23. (a) Fiir n € N ist die Potenzfunktion
f:]0,00[— [0,00], x +— x",

stetig und streng monoton, denn fiir z > 0 und h > 0 folgt aus dem Binomischen
Lehrsatz
flx+h)=(x+h)">2"+h" >2" = f(z).

Da f stetig ist, ist das Bild f([0,00[) C [0, 00[ ein Intervall, das 0 = f(0)
enthélt. Andererseits ist f(m) = m™ > m fir alle m € N. Also ist dieses
Intervall unbeschréankt und stimmt daher mit [0, 00| iiberein. Wir haben mit
dem Zwischenwertsatz also ein neues Argument fiir die Existenz n-ter Wurzeln
aus positiven Zahlen erhalten.

Aus Satz 1V.1.22 folgt nun die Stetigkeit der Wurzelfunktion

f_l : [0,00[—> [0,00[7 T — xl/n = \H/E

(b) Fiir alle ¢ € Q4 ist die Funktion [0,00[— [0,00[, = +— z9 stetig,
denn schreibt man ¢ = =, so gilt 27 = (/™)™ was eine Komposition stetiger
Funktionen ist.

(c) Fiir alle ¢ € Q ist ]0,00[ —]0, o[, = — x%stetig.

(d) Ist n ungerade, so ist f : R — R,z +— 2™ streng monoton und
bijektiv, denn fiir y < 0 ist f(—{/—y) = —(—y) = y. Hieraus folgt, dass
die Umkehrfunktion f=!: R — R stetig ist. In diesem Fall setzen wir auch fiir
x <0:

x = N a). m
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Gleichmaflige Stetigkeit

Wir erinnern noch einmal an die Definition der Stetigkeit von Funktionen. Eine
Funktion f: D — R heifit stetig, falls

(Vpe D) (Ve >0)(30 >0)(Vr € D) |x—p|<d=|f(x)— f(p)| <e.

Beachtenswert hierbei ist die Tatsache, dass 6 von p abhéngen darf. Im allge-
meinen wird man fiir verschiedene Punkte p verschiedene Werte fiir § nehmen
miissen, um die Stetigkeit zu zeigen.

Beispiel IV.1.24. Als Beispiel betrachten wir die folgende stetige Funktion:

1
f1]0,0[— R, z+— —.
x

Dann haben wir

F@) = @) =1} -} = 52
Ist p €]0,00[, so gilt fiir # = § die Beziehung |x;pp| = ;;//22 = %. Da dieser

Ausdruck beliebig grofl wird, sehen wir, dass es zu einem vorgegebenen ¢ > 0
kein universelles § > 0 gibt. Man mufl ¢ also in Abhéngigkeit von p wahlen. m

Definition IV.1.25. Die Funktion f: D — R heif3t gleichmdf$ig stetig, wenn
zu jedem

(Ve > 0)(36 > 0)(Vp,x € D) |z —p|<d=|f(x)— f(p)| <e.

Wir beachten, dass hier die Zahl § nicht von p abhangt, was sich aus der
Reihenfolge der Quantoren ergibt. [ ]

Satz IV.1.26. Sind a,b € Rya < b und ist f : [a,b] — R stetig, so ist f
gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Wir fiihren einen indirekten Beweis. Ist f nicht gleichméflig stetig,
so existiert ein € > 0, so dass fiir kein § > 0 gilt:

Va,p € la,b] |z —p[ <6 =|f(z) - f(p)| <e.

Insbesondere existieren zu jedem n € N Punkte ,,,p, € [a,b] mit |z, —p,| < L
und |f(x,) — f(pn)| > €. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf} existiert eine
Teilfolge (2, )ren, die gegen ein x € [a,b] konvergiert. Wegen |z, — p,| < +
gilt dann auch p,, — o. Damit folgt | f(zn,) — f(pn)| — |F(@) — F(2)] = 0,
was der Annahme |f(z,,) — f(pn, )| > ¢ widerspricht. n

Aufgabe IV.1.2. Bestimme alle abgeschlossenen Teilintervalle I CJ]0, oo[, auf
denen die Funktion f(x) := % gleichméflig stetig ist. Zeige insbesondere, dass
dies auf |0, 1] nicht der Fall ist. u
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IV.2. Folgen und Reihen von Funktionen

Sei D eine Menge. Sind f,, : D — C,n € N, Funktionen, so heiit (f,),en eine
Folge von Funktionen auf D.

Definition IV.2.1. Die Funktionenfolge f, : D — C konvergiert punktweise
gegen f: D — C, wenn fiir jedes € D die Zahlenfolge (fn(x)), cy gegen f(x)
konvergiert. [ ]

Beispiel 1V.2.2.

n ﬁir()gacg%
(a) D=R, fpo(z) =< 2—nz firi<z<2
0 fiirx<()0der:v>%.

Fiir x <0 ist damit f,(z) = 0 fiir alle n € N. Fiir > 0 existiert ein ng € N
mit n% < z. Fir n > ng ist dann auch f,(z) = 0. Also gilt f,(z) — 0 fiir alle
x € R, d.h. f, — 0 punktweise.

(b) Punktweise Grenzwerte stetiger Funktionen sind im allgemeinen nicht
stetig. Wir betrachten dazu die Funktionenfolge f,,: R — R mit

_nx l—tfwc’ falls x > 0

falz) = 1+ na| { L falls < 0.
Die Funktionen f,, sind allesamt stetig, da 1+ |nz| > 0 fiir alle z € R gilt.
Fir =z > 0 gilt f,(z) = ﬁiw = %im — 2 = 1. Fir x = 0 ist fu(z) = 0,
also f,(0) — 0. Fiir x < 0 schliefllich ist f,(z) = #1> = =~ — & = —1.

Definiert man nun die Signumfunktion
1, falls x > 0
sgn(z) = { 0, fallsz=0
—1, falls x <0,

so gilt f, — sgn punktweise, aber die Signumfunktion ist offensichtlich nicht
stetig.

(c) Sei D =10,1] und f,(x) =2™. Dann ist

. 1, fallsx=1
fle) = nlLH;o fnl@) = {O, falls « € [0, 1],
das heifit, die Grenzfunktion f ist in 1 unstetig. [ ]

Man kann an diesen Beispielen sehen, dass der punktweise Konvergenzbe-
griff tatsdchlich den Nachteil hat, dass sich die Stetigkeit der Funktionen der
Folge nicht auf die Grenzfunktion iibertragt. Wir fithren nun einen starkeren
Konvergenzbegriff ein, der diesen Defekt nicht aufweist.
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Definition IV.2.3. (Gleichméaflige Konvergenz) Die Funktionenfolge
fn : D — C konvergiert gleichmdf$ig gegen f : D — C, wenn gilt:

(Ve > 0) (3N, > 0) (Vn > N.) (Vz € D) |ful(z) — f(2)] < e.

Man schreibt dann auch f,, = f auf D. |

Zum Vergleich sei noch einmal die Definition der punktweisen Konvergenz
angegeben:

(Vz € D) (Ve > 0) (3N. > 0) (Vn > N2) | fu(z) — f(z)] < e

(man beachte die Reihenfolge der Quantoren!). Hier kann N. noch von z
abhangen; dies darf im Falle der gleichmafligen Konvergenz nicht sein. Man
kann sich den Begriff der gleichméafligen Konvergenz so vorstellen, dass man um
den Graphen der Funktion f einen ,, £-Schlauch“

Se(f) ={(z,y) e D x C:ly = f(z)| <e}

legt, und dass im Falle der gleichmafligen Konvergenz dann ab einem gewissen
N, alle Funktionen f,, der Folge wvollstindig innerhalb dieses Schlauchs liegen

miissen. Bei der punktweisen Konvergenz kann man dies nicht immer erreichen

(betrachte beispielsweise in Beispiel IV.2.2(c) den Wert ¢ = 1). Um mit dem

Begriff der gleichméfigen Konvergenz besser umgehen zu konnen, definieren wir
die Supremumsnorm von f auf D durch

[/l := sup{[f(z)[ : = € D} € [0, 00].

Dann ist ||f||p € R genau dann, wenn f auf D beschriankt ist. In diesem Sinne
schreiben wir

B(D):={f:D — C:||f|lp < oo}

fiir die Menge der beschrankten Funktionen auf der Menge D. Ist es klar, auf
welchen Definitionsbereich wir uns beziehen, so schreiben wir auch kurz || f||
anstatt ||f||p. Die Supremumsnorm hat folgende Eigenschaften:

Satz IV.2.4. (Normeigenschaften der Supremumsnorm) Fir f,g € B(D) gilt:
(N1) [[0]f = 0 und [|f[| >0 fir f#0.

(N2) Fiir alle A € C gilt ||X- f|| = |\ - || f]| (positive Homogenitdt).

(N3) |If +gll < [IFI + llgll (Subadditivitdt).

Beweis. (N1) ist klar. Fiir (N2) rechnen wir

A~ Il = sup{|X- f(2)] : 2 € D} = sup{|A| - | f(z)| : @ € D}
= [Al-sup{|f(z)| : 2 € D} = Al - || £]]-

(N3) Fiir alle z € D ist |f(z) + g(2)| < [f(2)] + |g(x)] < [F]] + llgll, also
auch || f +gl| < [[f]] +[lgll- u

Hinter diesen Eigenschaften steht ein allgemeines Konzept:
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Definition IV.2.5. Sei V' ein reeller oder komplexer Vektorraum. Eine
Funktion

-V =R, v

heifit Norm, wenn sie die Eigenschaften (N1), (N2) und (N3) hat. Das Paar
(Vy ]| - |I) heifit dann ein normierter Raum. u

Beispiel IV.2.6. Fiir eine Menge D ist (B(D),| -||) ein normierter Raum
(Satz IV.2.4). u

Lemma IV.2.7. Ist (V.| -||) ein normierter Raum, so ist
d:VxV =R, (z,y) = |z -y

eine Metrik, d.h., (V,d) ist ein metrischer Raum.

Beweis. Wir weisen die Eigenschaften (M1), (M2) und (M3) einer Metrik nach
(vgl. Definition II1.1.2).

(M1) d(z,y) =0 <= ||z — 9| :Ogﬂe—y:()@x:y.
. (N2)
(M2) (Symmetrie) d(z,y) = [lz -yl ="[ =1 - |ly — 2|l = lly — [l = d(y, z).

(N3)
(M3) (Dreiecksungleichung) d(z,2) = ||z —z|| =[x —y+y — 2| < ||z —y| +

Es sei bemerkt, dass dies genau derselbe Beweis ist wie fiir den normierten
Raum (C,|-]).

Satz IV.2.8. Sei D eine Menge.

(a) Sind die Funktionen f, : D — C beschrinkt und gilt f, = f, so ist f
beschrankt, d.h., die Grenzfunktion einer gleichmdflig konvergenten Folge
von Funktionen ist beschrankt.

(b) Die Folge (fn)nen in dem metrischen Raum (B(D),d) konvergiert genau
dann, wenn die Funktionenfolge (fn)nen auf D gleichmdfig konvergiert.

Beweis. (a) Sei N € N so, dass fiir alle n > N gilt ||f, — f||p < 1. Dann ist
Ifllo=If=fnv+ fnllp < If = fnllp + Ifvllp <1+ [|fnllp < oo, und folglich
f e B(D).

(b) Wegen (a) folgt f € B(D) aus f, = f, fn € B(D). GleichméaBige
Konvergenz bedeutet, dass zu jedem ¢ > 0 ein N, € N so existiert, dass fiir
n > N, gilt:

(Ve e D) |fo(z) = f(2)] <&,

d.h. d(f, fn) = |If — fullp < €. Das bedeutet aber, dass f,, — f im metrischen
Raum (B(D),d) mit d(f,9) = |f — gllp il .

Wir iibertragen nun einige Konvergenzkriterien von Zahlenfolgen auf Funk-
tionenfolgen.
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Definition IV.2.9.  Ein normierter Raum (V|| - ||) heiit Banachraum, wenn
V' beziiglich der Metrik d(z,y) = ||z —y|| vollstdndig ist, d.h. wenn jede Cauchy-
Folge in V' konvergiert. ]

Wir erinnern uns daran, dass wir in Satz I11.2.32 und Folgerung I11.2.33
gesehen haben, dass (R,|-|) und (C,|-|) Banachrdume sind.

| CAUCHYKRITERIUM FUR FUNKTIONENFOLGEN |

Satz IV.2.10. Ist D eine Menge, so ist der metrische Raum (B(D),d) wvoll-
stindig, d.h. eine Folge (f,)nen beschrinkter Funktionen konvergiert genau dann
gleichmafsig gegen eine beschrankte Funktion f € B(D), wenn sie in (B(D),d)
eine Cauchy-Folge ist, d.h.

(Ve > 0) (3N, € N) (Vn,m > N.) || fn — finllp < €.

Beweis. Sei (f)nen eine Cauchy-Folge in B(D), d.h.
(Ve > 0) (IN: € N) (Yn,m > N.) ||fn — fmllD <&

Insbesondere gilt dann fiir alle x € D: |f,(x) — fi(z)| < &, dh. (fn(z))nen
ist eine Cauchyfolge in C, also konvergent (Folgerung I11.2.23). Wir definieren
f:D — C durch f(z):=lim, . fo(x). Fiir m > N. gilt dann

(@) = @) = T |fale) = fm(@)] <&,

also ||f — fmllp < e, dh. f,, = f. Nach Satz IV.2.8 ist f beschrankt,
d.h. f € B(D), und es gilt f, — f in B(D). Also ist B(D) ein vollstéandiger
metrischer Raum. [ ]

Die Begriffe der Konvergenz von Funktionenfolgen iibertragen sich natiirlich
auch auf Reihen von Funktionen: Damit ist klar, was die punktweise bzw. gleich-
méBige Konvergenz der Reihe > 7 | f, von Funktionen f, : D — R bedeutet.

Satz IV.2.11. (Konvergenzsatz von Weierstrafl) Ist y - | f, eine Reihe be-
schrankter Funktionen f, : D — C, fir die >~ |[fullp konvergiert, so kon-
vergiert die Reihe > o fn auf D gleichmapig gegen eine Funktion F : D — C.

Beweis. Sei F, :=Y ,_, fx. Fir n < m gilt dann

IFn=Flo= | 3 4], < 3 1o

k=n+1 k=n+1

Da die reelle Reihe Y 7, || fxllp konvergiert, existiert zu jedem & > 0 ein N,
mit >, Ifkllp < € fiir alle n,m > No,n < m. Also ist (Fj)nen eine
Cauchyfolge in B(D) und somit nach Satz IV.2.10 konvergent. u

Soweit haben wir uns mit der gleichméafligen Konvergenz abstrakter Funk-
tionen auf einer beliebigen Menge D beschaftigt. Motiviert ist dieser Begriffs-
apparat unter anderem durch folgenden Satz:
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Satz IV.2.12. Sei (D,d) ein metrischer Raum und f, : D — C eine Folge
stetiger Funktionen, die gleichmdssig gegen f: D — C konvergiert. Dann ist f
stetig, d.h., ein gleichmdfsiger Limes stetiger Funktionen ist stetig.

Beweis. Sei p € D. Wir zeigen, dass f in p stetig ist. Sei dazu € > 0. Wegen
fn = f existiert ein N € N mit |[f — fn[ < §. Da fy stetig ist, existiert ein
6 >0 mit [fy(z) — fn(p)| < § fiir alle € D mit d(z,p) < 0. Damit ist fiir
d(xz,p) <9:

[f(@) = f(p)| = [f(2) = fn(z) + fn(2) = Fn(p) + fn(p) — f(D)]
< |[f(@) = fn@)| + [fn(@) = fn ()] + | fn () = £(p)]

g 13
< ||f_fN||D+§+||fN_f||D < 3=

325.

Also ist f in p stetig. Da p beliebig war, ist f stetig. [

Satz IV.2.13. (Eigenschaften der Exponentialfunktion)
(1) Die Ezponentialfunktion exp:C — C,z+— Y 72 Z—I: ist stetig.
(2) exp: R —]0,00[ ist stetig, bijektiv und streng monoton wachsend.
(3) Die Logarithmusfunktion

log := exp~':]0,00[— R

ist stetig, bijektiv und streng monoton wachsend.
Beweis. (1) Sei dazu D := Ug(0) C C die offene Kreisscheibe vom Radius R

um 0 und f,(z) = %7: Fiir jedes z € Ug(0) ist dann |f,(2)| = |fl—|,n < i—?
und daher ||fullra0) < Ep. Also ist Yoot o [ fallva@ < Someo i = €eft <

0o. Nach dem Konvergenzsatz von Weierstrafl 1V.2.11 konvergiert damit die
Funktionenfolge F,, := >"}'_, fx gleichméBig auf Ug(0). Ferner ist jedes F,,(z) =
oo % eine Polynomfunktion und somit stetig (Beispiel IV.1.9). Aus Satz
IV.2.12 folgt damit die Stetigkeit von exp |y, (o). Da R beliebig war, ist exp auf
ganz C stetig (vgl. Aufgabe IV.3(b)).

(2) Da die Exponentialfunktion wegen (1) insbesondere auf R stetig ist, ist
exp(R) ein Intervall (Satz IV.1.18). Fiir x > 0 ist e* = 1+ x + 5‘—22 +...>1,
also €"® = (e)™ — oo und somit [1,00[C exp(R). Fiir z < 0 ist e* = 1> <1
und folglich €™ — 0. Damit folgt exp(R) =]0, co[ (vgl. Satz I11.4.18).

Fiir z < y ist =% > 1 und daher eV = ¢*t(U=%) = ¢e¥=% > % Also ist
die Exponentialfunktion streng monoton wachsend.

(3) Dies folgt aus (2) und dem Satz IV.1.22 {iber die Umkehrfunktion. =

Man findet auch die Bezeichnung log(x) = In(x) fiir die Logarithmusfunk-
tion.

Beispiel 1V.2.14. (Die allgemeine Potenzfunktion:) Fir a € C und = > 0

definieren wir

& = % logw’
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die sogenannte allgemeine Potenzfunktion. Ist a = > € Q, so ist
m m 1 m m m
Tz :enlogx: (enlogx) = Velogz = — {1/5 .

Die neue Definition ist also fiir @ € QQ mit der alten konsistent.

(a) Die Funktion ]0,00[— C,z — z% ist stetig, denn sie ist eine Kom-
position stetiger Funktionen; definiert man m, : C — C,y — «a -y, so ist
x® = (exp omy, o log)(z).

(b) Fir @« > 0 (a < 0) ist die Potenzfunktion streng monoton wachsend
(fallend); dies folgt aus der strengen Monotonie von exp und log.

(c) Es gelten

Hierzu rechnet man z®zf = e*logzeflogr — platf)logr — goth ypd (zv)8 =
eBlogaz® _ B(alogz) — Laf

(d) Fiir eine relle Zahl « # 0 ist die Umkehrfunktion von z +— z,]0, co[—
10, 00[ durch z — z= gegeben.

(e) Fiir aw > 0 lésst sich die Potenzfunktion ]0, 00[—]0, 00[,z +— x® stetig
auf [0, o[ fortsetzen. u

Aufgabe IV.2. Scien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume und f: X — Y
eine Funktion. Zeigen Sie:

(a) Ist Z C X eine Teilmenge, die wir als metrischen Raum auffassen, und
f stetig, soist f|z: Z — Y stetig.

(b) Ist U C Y eine Teilmenge mit f(X) C U, so ist die Funktion fV: X —
U,z — f(x) ebenfalls stetig (die Koeinschrinkung von f auf U), wenn wir
dy(z,y) := dy(z,y) definieren, d.h., wenn wir U als metrischen Teilraum von
Y auffassen. ]

Aufgabe IV.3. Sei f: X — Y eine Funktion zwischen metrischen Raumen.
Dann gilt:

(a) Ist X = J;c; Ui und sind alle U; offen und f auf den U; stetig, so ist f
stetig.

(b) Besitzt jeder Punkt z € X eine Umgebung U, auf der f stetig ist, so ist f
stetig. [

Aufgabe IV.4. Sei f: X — Y eine Funktion zwischen metrischen Raumen.

Dann gilt:

(a) f ist genau dann stetig, wenn die Urbilder aller abgeschlossenen Teilmenge
F CY in X abgeschlossen sind.

(b) Ist X = U?@ F; und sind alle F; abgeschlossen und f auf den F; stetig, so
ist f stetig. Hinweis: (a) u
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Potenzreihen

Definition IV.2.15.  Eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt p ist eine Reihe

der Form
o0
Z ak(’z - p)ka
k=0

wobei (ak)ken, eine Folge komplexer Zahlen ist, die man die Koeffizienten der
Potenzreihe nennt. [ ]

Bemerkung IV.2.16. (a) Ist D := {z € C: >} ax(z — p)* konvergent}, so
wird durch die Zuordnung

f:D—C, z— Y ar(z—p)
k=0

eine Funktion auf D definiert. Es gilt immer p € D und f(p) = ag, aber D
mufl nicht mehr als einen Punkt enthalten. Ist

[&.9]

R = sup {r € [0, 00: Z lan|r™ < oo}

n=1

der Konvergenzradius der Potenzreihe (Satz 111.4.13), so konvergiert die Potenz-
reihe fiir |z — p| < R, und fiir |z — p| > R liegt Divergenz vor, d.h.

Ur(p) CSD C{z€C:|z—p| <R}

gilt.

(b) Setzen wir h := z—p, soist > poyarh® = 1, ar(x—p)* eine Potenz-
reihe mit Entwicklungspunkt 0. Im wesentlichen reicht es also aus, Potenzreihen
der Gestalt >, ,ax2z” zu betrachten. |

Satz IV.2.17. Ist R der Konvergenzradius der Potenzreihe Y oo ax(z — p)*
und 7 < R, so konvergiert diese Potenzreihe auf U, (p) absolut und gleichmdfig.
Die Funktion

f:Ur() = C, 2> ar(z—p)*
k=0

18t stetig.

Beweis. Sei r €]r, R[. Fiir |z — p| < r haben wir dann

an(z = p)|" < Janlr™ = (Janlrf) ()" < O()"
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fiir ein C' > 0, denn aus der Konvergenz der Reihe Y 7o aprf folgt die Be-
schrinktheit der Folge (apr¥)ren. Fiir f,(2) := a,(z —p)™ ist also || f,.| Un(p) <
C(L)n. Damit erhalten wir

T1

Y lfallo,wy < C- (E) =1{_z <%
n=0 n=0

T1

Die erste Behauptung folgt nun aus dem Konvergenzsatz von Weierstrafy IV.2.11.

Hieraus erhalten wir wegen Satz IV.2.12 die Stetigkeit von f auf allen
Kreisscheiben der Gestalt U,(p), » < R. Die Stetigkeit von f folgt nun aus
Aufgabe IV.3(b). n

Beispiel IV.2.18. (a) Fiir die geometrische Reihe >~ , 2" ist R =1 und der
Konvergenzbereich
D={zeC:|z| <1}.

Auf diesem Bereich konvergiert die geometrische Reihe gegen die Funktion

1

ffD—-C, 2z~ .
1—2

Man beachte, dass sich die Funktion f natiirlich auf den viel grofleren Bereich
C \ {1} fortsetzen ldsst, obwohl die geometrische Reihe z.B. fiir z = 2 nicht
konvergiert.

(b) Fiir die Reihe

z 22 28 SN
+24—3+4+ ];)k-l—l
ist ak:k%rl,und es gilt
1

{fax =

— 1,
Vk + 1 k—oo
denn {“/E—>1und
V< Vk+1< Y2k =2k —1-1=1.

(Lemma II1.4.10). Daher ist nach der Hadamardschen Formel R = 1 (Satz
I11.4.13(2)). Fir z = 1 ergibt sich die harmonische Reihe, von der wir wissen,
k
dass sie divergiert; fir z = —1 ergibt sich die Reihe Y ;- %, die nach dem
Leibnizkriterium konvergiert.
(c) Die Reihe 3°°° ., % konvergiert fiir alle z mit |z| < 1; andererseits

n=1 n2
folgt R =1 aus

T oo 3/ an| = lim (Vn2) ™' =1
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(Formel von Hadamard). Wir konnen also am Konvergenzradius nicht ablesen,
ob am Rande des Konvergenzbereichs Konvergenz oder Divergenz vorliegt. Erst
die detaillierte Betrachtung der Randpunkte ergibt in diesem Fall den Konver-

genzbereich
D={zeC:|z| <1}

(d) Die Reihe

0o
1
2 4 6 § k, .2k

divergiert fir |x| > 1, obwohl die Funktion R — R, x — ﬁ auf ganz R
definiert ist. Betrachtet man dagegen auch komplexe Zahlen, so stellt man fest,
dass die Funktion 14—% im Komplexen sehr wohl eine Singularitat bei z = +1¢
besitzt. Im Komplexen wiirde man also gar nicht erwarten, dass der Konvergenz-
kreis grofleren Radius hat.

Der interessante Zusammenhang zwischen der Darstellung reeller Funktio-
nen duch Potenzreihen und deren Verhalten im Komplexen gehort zu einem der
faszinierendsten Bereiche der Analysis. Dieses Zusammenspiel werden wir in der
Analysis IV (Funktionentheorie) genauer kennenlernen. Insbesondere wird dort
gezeigt werden, dass die Grofle des Konvergenzkreises einer Potenzreihe immer
genau der Abstand zur nachstliegenden Singulartitat der ins Komplexe fortge-

setzen Funktion ist. ]

V. Differentialrechnung

Ausgehend von der Frage nach der Approximierbarkeit von Funktionen durch
affine Funktionen, d.h., Funktionen, deren Graph eine Gerade ist, werden wir in
diesem Kapitel zu dem Begriff der Differenzierbarkeit einer Funktion f: D — R
auf einem reellen Intervall D gefithrt. Wir werden sehen, dass das lokale Verhal-
ten einer differenzierbaren Funktion sehr eng mit dem Verhalten ihrer Ableitung
korrelliert ist (Abschnitt V.2). Hieraus ergeben sich insbesondere einfache Kri-
terien fiir lokale Extremwerte von Funktionen, die man zur Losung vieler prak-
tischer Probleme verwenden kann. Schliellich fithren wir in Abschnitt V.3 die
wichtigsten trigonometrischen Funktionen wie die Sinus- und Cosinusfunktion
ein und definieren die Zahl .
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V.1. Die Ableitung

In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen f : D — R, wobei D C R ein
Intervall ist, das mindestens zwei Punkte enthalt.

Definition V.1.1. (a)Ist a € R, so heifit f:R — R,z +— ax, lineare Funktion
mit Steigung a.
(b) Sind a,b € R, so heifit die Funktion f: R — R,z — ax + b affin. =

Fiir affine Funktionen f mit f(z) = az + b gilt
flx+h)— f(x)=alz+h)—ax=a-h,
d.h., der ,, Zuwachs® f(x + h) — f(x) ist linear in h.

Definition V.1.2. Eine Funktion f: D — R heif3t bei p € D differenzierbar,

falls der Grenzwert i B - F)
/ T p+h)—Jp

existiert. Wir nennen f differenzierbar, wenn sie bei allen p € D differenzierbar
ist. Eine andere Schreibweise fiir f'(p) ist g—’;(p). Diese Zahl heifit Ableitung

oder Differentialquotient in p. Die Zahlen w stellt man sich in diesem

Sinne als Differenzenquotienten vor. Sie beschreiben die Steigung der Sekanten
des Graphen von f, die durch die beiden Punkte (p, f(p)) und (p+h, f(p+ h))
geht (Skizze!). u

Lemma V.1.3. Ist f:D — R in p € D differenzierbar, so ist f in p stetig.

f(p+h})L—f(P) = f'(p)

Beweis. Aus limy_,g und den Grenzwertsatzen folgt

lim f(p+h) — f(p) = lim f<p+h}1—f<p>

IR RNT _
b= 1) Ji =0

Also ist f in p stetig. [ |

Beispiel V.1.4. (a) Fir f:R— R,z — az+b gilt f(p+h)— f(p) = ah, also
ist f/(p) = a fiir alle p € R und f ist {iberall differenzierbar.

(b) Die Betragsfunktion f:R — R,z +— |x| ist stetig, aber in 0 nicht
differenzierbar: Da die Grenzwerte

lim —f(h) — f(0) = lim ﬁ =1 und lim —f(h) — f0) = lim _—h =—-1
R\0 h r\0 h h,0 h h,0 h
nicht tibereinstimmen, existiert limy_.q w nicht. [ ]

Wir kommen nun zu einer Charakterisierung der Differenzierbarkeit, die
beweistechnisch sehr angenehm ist.
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Lemma V.1.5. Fine Funktion f: D — R ist genau dann in p € D differen-
zierbar, wenn eine in 0 stetige Funktion ® auf D —p :={h € Rip+ h € D}
mit

(1.1) flp+h)—f(p)=®(h)-h firaleheD-—p

existiert. In diesem Fall ist f'(p) = ®(0).

Beweis. Ist f in p differenzierbar, so setzen wir

(h) = { f(P-I—h})l—f(P)’ h#£0,heD—p
' (p), h =0.

Dann ist ® im Nullpunkt stetig. Die Umkehrung ist klar, denn aus (1.1) folgt

sofort Foth) — f)
: p+h)—Jwp) . _
i T o) = 2(0)
wegen der Stetigkeit von ® in 0. [ |

Bemerkung V.1.6. Ist f in p differenzierbar, so haben wir

fp+h)=f(p)+ () -h=f(p)+ f(p) h+(2(h)— f'(p)h

-

affine Funktion Restglied.

(es verschwindet von héherer Ordnung). u

Satz V.1.7. (Rationale Operationen) Seien f,g: D — R in p differenzierbar
und A\, p € R. Dann sind auch \f + pg, f-g und, falls f(p) # 0 ist, % in p
differenzierbar. Die Ableitungen berechnet man wie folgt:

(1) Linearitdt: (Af + pg)'(p) = Af'(p) + pg'(p)
(2) Produktregel: (fg)'(p) = f'(p)g(p) + f(p)g'(p)

(3) Quotientenregel: (%)/(p) = _JJ:EI()I))% '

Beweis. Wegen Lemma V.1.5 existieren auf D — p Funktionen ® und ¥ mit
folgenden Eigenschaften. Wir haben f(p + h) — f(p) = ®(h) - h, ® stetig in
0, ®(0) = f'(p), und genauso g(p + h) — g(p) = ¥(h) - h, ¥ stetig in 0 sowie
¥(0) =g'(p).

(1) Wir erhalten daher

(Af +pg)(p+h) = (Af + ng)(p) = A2(h)h + p¥ (h)h = (AD(h) + p¥ (h))h,

und die Funktion A® + pW ist im Nullpunkt stetig und nimmt dort den Wert
M (p) + ng'(p) an (Lemma V.1.5).
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(2) Ebenso erhalten wir
(f-9)p+h) = (f(p) + B(h)h)(g(p) + U (h)h)
= F(P)g(p) + (@()g(p) + F(p)U(R) + () ¥(R) - h)h.

Die Funktion ®(p) := ®(h)g(p)+ f(p)¥(h)+®(h)¥(h)-h ist im Nullpunkt stetig
und nimmt dort den Wert

f'(p)g(p) + f(p)g'(p) + f'(p)g'(p) - 0= f'(p)g(p) + f()g' (p)

an.
(3) Ist h ausreichend Kklein, so ist f(p + h) # 0, denn f ist in p stetig
(Lemma V.1.3). In diesem Fall haben wir
11 fo-flpt+h) _ ( —®(h) )h
flo+h)  flo)  flo+h)fp) flp+h)f(p)

Da f in p stetig ist, geht der Term in der Klammer fiir h — 0 gegen — IOER

Bemerkung V.1.8. (a) Fiir die Potenzfunktionen f,,: R — R mit f,(z) = 2"
folgt durch Induktion:

fl(x) = nz" L

Induktionsanfang: Fiir n =0 ist fo =1 und f} =0. Fiir n = 1 wissen wir auch
schon, dass f{ =1 ist, da fi(x) = = eine lineare Funktion ist.

Induktionsschluss: Mit der Produktregel erhalten wir fiir n > 1 aus f,411 =
fn - f1 und der Induktionsvoraussetzung die Formel

fri1(@) = fi(x) -+ fi(z) - fulz) = nz" x4 12" = (n+ 1)z

(b) Mit der Linearitét der Differentiation (Satz V.1.7(i)) erhélt man die Dif-
ferenzierbarkeit jeder Polynomfunktion f(z) = ";_,axz”, wobei die Ableitung
gegeben ist durch

f(x) = Z apkxtL.
k=1

(¢) Aus Produkt- und Quotientenregel erhélt man die allgemeine Quotien-
tenregel: Ist f(p) # 0 und sind f und g in p differenzierbar, so gilt

([)’(p) _ ['(r)gp) — f(0)g'(p)

g 9(p)?
Aus g Ez; =f (m)ﬁ fir x € D folgt wegen der Produktregel
Ny oy L e e fp)g'(p)
(5) @ =)+ 0() o) =0 -0
_ '(p)g(p) = f(p)g'(p)
9(p)? '

| KETTENREGEL
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Satz V.1.9. Sei f: D — R in p differenzierbar und g : B — R in f(p) € B

differenzierbar, wobei B C f(D) ein reelles Intervall mit mehr als einem Punkt
ist. Dann ist die Funktion go f: D — R in p differenzierbar, und es gilt

(go f)(p)=4'(f() - f'(p)
Beweis. Wie im Beweis von Satz V.1.7 haben wir

fo+h)=f(p)+®Mh)-h und g(f(p)+h)=g(f(p)+¥(h)-h,

wobei

lim @(h) = (0) = f'(p) und  lim U(h) = ¥(0) = ¢’ ((p))

ist. Dann ist
g(f(p+ 1) = g(f(p) + D()R) = g(f(p)) + (L(@(R)R) - @() ).
Nun ist limy,_o ®(h)h =0, also

lim ¥(®(h)h) = ¥(0) = ¢'(f(p))

h—0
und daher
lim W(B())2(R) = ¢'(7(0))f ().
Damit ist go f in p differenzierbar mit (go f)'(p) = ¢'(f(p)) - f'(p). n

Beispiel V.1.10. Man kann auf diese Weise die Ableitung der Funktion f(x) =
(x> + 1)? ausrechnen, ohne auszumultiplizieren: Man setzt g(z) = z? und

h(xz) = 23+ 1. Dann ist f = g o h, und wir diirfen die Kettenregel anwenden:
f'(x) = ¢'(h(x))h () = 2h(z) - 32* = 2(2® + 1) - 322, u
Wir erinnern uns daran, dass eine stetige Funktion f: D — R auf einem

Intervall genau dann injektiv ist, wenn sie streng monoton ist (Lemma IV.1.21).
Dariiber hinaus ist f(D) dann ein Intervall (Satz IV.1.18).

| SATZ UBER DIE UMKEHRFUNKTION; DIFFERENZIERBARE VERSION |

Satz V.1.11. Sei D C R ein Intervall mit mehr als einem Punkt, f: D — R
stetig und injektiv und in p € D differenzierbar mit f'(p) # 0. Dann ist
f~Y: f(D) — D in f(p) differenzierbar, und es gilt
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Beweis. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion (Satz IV.1.22) ist f(D) ein
Intervall und f=!: f(D) — D stetig. Da f injektiv ist, enthilt f(D) mehr als
einen Punkt, denn D enthalt mehr als einen Punkt.

Mit Lemma V.1.5 folgt aus der Differenzierbarkeit von f in p die Existenz
einer in 0 stetigen Funktion ® mit ®(0) = f'(p) und f(p+ h) = f(p) + ®(h)h
fir alle h € D — p. Gemaf der Voraussetzung ist ®(0) # 0 und andererseits ist
fir h # 0 zundchst f(p + h) # f(p) wegen der Injektivitdt von f und daher
®(h) = LEHZIW) 2 . Also ist d(h) # 0 fiir 0£he D —p.

Sei nun ¢ := f(p) und h € f(D) — q. Dann haben wir zunéchst

g+h=f(f"q+h)=Ffp)+2(f(a+h) —p)(f ' (g+h) —Dp)
=q+®(fg+h) —p)(f g+ h) - f(q).

Umstellen dieser Gleichung, was wegen ®(f~1(q+ h) —p) # 0 moglich ist, fiihrt
zu

1
fHa+h) — ) = +h
(f~1(g+h)—p)
Da die Funktion h — 1 als Komposition stetiger Funktionen in 0
<1>(f*1(q+h)—p)

stetig ist (Satz IV.1.5), folgt aus Lemma V.1.5 zunéchst die Differenzierbarkeit
von f~!in ¢, und weiter erhalten wir

1 1
o(f~q)—p) @—p) [f®)

Die wesentliche Erkenntnis von Satz V.1.11 ist, dass die Umkehrfunktion
f~! in f(p) differenzierbar ist. Angenommen, wir wiiten das schon. Dann
konnten wir ihre Ableitung direkt aus der Kettenregel gewinnen, denn aus
f~Y(f(x)) = = folgt durch Ableiten in p:

' (f)f () = 1.

Wir werden spater sehen, dass die Voraussetzung der strengen Monotonie
insbesondere dann erfiillt ist, wenn f/(z) # 0 fiir alle x € D gilt.

Beispiel V.1.12. Wir betrachten die Exponentialfunktion exp : R —]0, oof
und ihre Umkehrfunktion log :]0, co[— R.

.. . pt+h_p
(a) Fir p € R ist ePTh = ePel | also =% = epe . Weiter ist

eh —1
h

h
< In- ZW A <o)

hk 1
1—1n =

_1’

=

wenn |h| < 1 ist. Daher gilt lim,_.q Lh_l = 1 und folglich

exp/(p) = lim SR@FR) o) o, P — 1

h—0 h h—0

= exp(p).
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Wir sehen, dass die Exponentialfunktion tiberall differenzierbar ist und der Dif-
ferentialgleichung
exp’ = exp

genligt.
(b) Mit dem Satz iiber die Umkehrfunktion V.1.11 folgt jetzt, dass auch
der Logarithmus log: |0, co[— R iiberall differenzierbar ist mit

log’ (exp(p)) = expl,(p) - exl;l(p)

fir alle p € R. Wir haben also fiir alle = €] 0,00 die Beziehung
1
-

log/(z) =

Eine Anwendung des Obigen stellt die Berechnung folgenden Grenzwerts dar:
Sei n € N und x € R. Die Definition der allgemeinen Potenz liefert die Identitat
(1+ %)n = exp(nlog(l+ £)). Wir formen den Exponenten um:

z, log(l+7)  log(l+ %) —log(1)

nlog(l+ —-) = ———" ==z Ex)
n n

1
n

— zlog'(1) = z.
n—,oo

Durch exponentieren erhalten wir die Formel fiir die Exponentialfunktion aus

Satz 111.4.19:
X n
lim (1 + —) = e”.
n—oo n
(c) Sei @ € R. Fiir die Potenzfunktion p, :]0,00[ — ]0,00], = — z* gilt

Pa(z) = €987 Um die Kettenregel anwenden zu kénnen, schreiben wir p, =
expog mit g(z) = alog(x). Da die Funktionen exp und g beide differenzierbar
sind, gilt dies nach der Kettenregel auch fiir deren Komposition p,. Um die
Ableitung von p, zu berechnen, erinnern wir uns zunéchst an g¢'(z) = ai.
Hiermit erhalten wir schliellich

1

Po(w) = exp/(g(2))g' () = exp(g(x))a— = ael* VI8 = az 71,

ax
fir alle > 0 und a € R.
(d) Sind ¢g: D —]0,00[ und h: D — R differenzierbar, so bilden wir die

Funktion
fi=¢"D—-R, z~ gx)"®.

Wir behaupten, dass f differenzierbar ist mit

fr=g"""1 (Wglogg+ hg).

In der Tat haben wir f(z) = eM®)1°89(*) Hieraus folgt sofort die Differenzier-
barkeit von f. Fiir die Ableitung ergibt sich mit der Kettenregel zunachst fiir

die innere Ableitung
/

(hlogg) = h'logg + h%
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und daher

: : g'(2)
@) = () (W (@) log g(x) + ()T )

= g(x)" @~ (1 (z)g(z)log g(z) + h(z)d (x)).

Fiir g(z) = z und h(z) = « ergibt sich insbesondere die Formel aus (d).
Ein anderer interessanter Spezialfall ist g(x) = h(z) = z, d.h. f(z) = 2*. Fir
diese Funktion ergibt sich

f(z) = 2" Yzlogz +z) = f(x)(logx + 1). m

Bemerkung V.1.13. Ist f: D — R iiberall differenzierbar, so konnen wir
jedem p € D eine lineare Abbildung

df(p) :R— R, h— f'(p)-h

zuordnen. Diese Abbildung heifit das Differential von f in p. Fir f(x) = z
beispielsweise ist df (p)(h) = f'(p) -h = 1-h = h. Man kann dies sehr salopp
auch folgendermaflen schreiben: ,, dr = id“. Damit kann man nun schreiben:

df(p)(h) = f'(p) - h = f'(p) da(p)(h), also df = f'-dx oder g = f'. Eine
Systematisierung dieses Kalkiils fithrt auf den Begriff der Differentialform, den
wir spater genauer kennenlernen werden. ]

Definition V.1.14. (a) Ist D C R und f : D — R differenzierbar und
f’ D — R stetig, so heifit f stetig differenzierbar. Die Menge der stetig
differenzierbaren Funktionen auf D wird mit C!(D) bezeichnet.

(b) Eine Funktion f: D — R heifit n-mal differenzierbar, falls f differen-
zierbar ist und f’ : D — R mindestens (n — 1)-mal differenzierbar ist. Wir
schreiben f” := (f") oder fP := (f') und induktiv fM .= (fI*=1U). Ist f
eine n-mal differenzierbare Funktion, so sind alle Ableitungen f¥!, k < n, min-
destens einmal differenzierbar, insbesondere stetig. Wir nennen f daher n-mal
stetig differenzierbar, wenn f eine n-mal differenzierbare Funktion ist und f"
stetig ist. Die Menge der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf D wird
mit C"(D) bezeichnet. Wir schreiben C*°(D) := (1, oy C"(D) fiir die Menge
der auf D beliebig oft differenzierbaren Funktionen (Die Forderung nach der
Stetigkeit der Ableitung ist hier redundant. Warum?). [

Bemerkung V.1.15. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion ist nicht
immer differenzierbar. Zum Beispiel ist die Funktion f: R — R, = — z - |z|
differenzierbar mit f’(z) = 2|z|, aber f’ ist im Nullpunkt nicht differenzierbar
(Beispiel V.1.4). Insbesondere ist f € C*(R)\ C?(R). ]



102 V. Differentialrechnung 8. Mai 2006

V.2. Das lokale Verhalten von Funktionen

In diesem Abschnitt werden wir sehen, wie das Verhalten einer differenzier-
baren Funktion durch das Verhalten ihrer Ableitung bestimmt wird. So ist
etwa eine Funktion mit einer Ableitung, die iiberall gleich Null ist, konstant.
Ist die Ableitung stets nichtnegativ, so ist die Funktion monoton wachsend. Der
Schliissel hierzu ist der Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Wir beginnen
mit einem Spezialfall.

| SATZ VON ROLLE |

Satz V.2.1. Seien a < ¢ reelle Zahlen und f : [a,c] — R eine stetige und auf
|a,c| differenzierbare Funktion. Ist f(a) = f(c) =0, so existiert ein b € |a,c|
mit f'(b) =0.

Beweis. Ist f konstant, so ist f’(b) = 0 fiir alle b € |a,c[. Ist dies nicht der
Fall, so existiert ein z € [a,c] mit f(z) # 0. Wie nehmen f(z) < 0 an. Den Fall
f(z) > 0 behandelt man analog. Nach Satz IV.1.13 nimmt die Funktion f ihr
Minimum in einem Punkt b € [a,c] an. Aus f(b) < f(x) < 0 folgt dann b €]a, ¢[,
so dass f in b differenzierbar ist. Fir b+ h € [a,c] gilt dann f(b+ h) > f(b),

oo Fb+ 1)~ (B
/ . + -
= >
F(b) = Jim 3 >0
und andererseits b ) — fb)
/ . + -
— < 0.
F1(b) = Jim, h =0
Hieraus folgt f’'(b) =0. u

| MITTELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHNUNG |

Satz V.2.2. Sei a < c und f:[a,c] — R eine stetige und auf la,c| differen-
zierbare Funktion. Dann ezistiert ein b € |a,c| mit

fe) = f(a)

cC—a

= f'(b).

Beweis. Wir betrachten die Funktion g¢: [a,c] — R mit

CEC))

c—a

gur=fu»—(ﬂm+wx—@

Wir ziehen also die affine Funktion ab, deren Graph die beiden Endpunkte
(a, f(a)) und (c, f(c)) des Graphen von f verbindet. Damit ist g stetig auf
[a, c] und auf ]a, ¢ differenzierbar. Zusétzlich gelten g(a) = 0 und
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Nach dem Satz von Rolle existiert daher ein b € |a, c[ mit

0= g'(b) — f/(b) _ f(C) — f(a)’

cC—a

d.h. f/(b) = L=Sla) n

c—a

Folgerung V.2.3. Ist f: D — R differenzierbar, so gelten:
(1) f ist genau dann monoton wachsend (fallend), wenn f'>0 (f' <0) gilt.
(2) f ist genau dann konstant, wenn f' =0 gilt.

(3) Ist f'(z) >0 (< 0) fir alle x € D, so ist f streng monoton wachsend
(fallend). Hiervon gilt die Umkehrung nicht.

Beweis. (1) Wir zeigen nur die Aquivalenz von f’ > 0 zum monotonen Wachs-
tum von f. Ist f monoton wachsend und p € D, so ist

F/(p) = lim = (0 + ) — (7)) > 0.

denn fir h >0 ist f(p+h) > f(p) und fiir h <0 ist f(p+h) < f(p).
Gilt andererseits f* > 0 auf D und sind 2,y € D mit z < y, so finden wir
nach dem Mittelwertsatz V.2.2 ein z € |z, y| mit

fly) = f(@)=f'(z)- (y—2) =0,
d.h., f ist monoton wachsend.

(2) Die Funktion f ist genau dann konstant, wenn f sowohl monoton
wachsend als auch monoton fallend ist. Dies ist nach (1) genau dann der Fall,
wenn sowohl f’ >0 als auch f’ <0 ist. Dies ist dquivalent zu f' = 0.

(3) Gilt f'(z) > 0 fiir alle z € D, so zeigt der Beweis von (1), dass f sogar
streng monoton wachsend ist. Ein Beispiel dafiir, dass die Umkehrung nicht gilt,
ist die Funktion f : R — R,z +— 23, die zwar streng monoton wachsend ist,
deren Ableitung im Nullpunkt aber trotzdem gleich Null ist. [ ]

Folgerung V.2.4. (Eindeutigkeit der Losung einer Differentialgleichung) Ist
D ein Intervall, zo € D und c € R, so existiert genau eine differenzierbare
Funktion f:D — R, die der Differentialgleichung f' = f geniigt und in xy den
Wert ¢ annimmt. Die eindeutige Losung ist durch f(x) = ce® " gegeben.

Beweis. Es ist klar, dass die Funktion f(x) = ce®™ %0 = ce”*0¢e” eine Losung
der Gleichung f’ = f mit f(xg) = ¢ ist. Damit ist die Existenz bewiesen.

Um die Eindeutigkeit einzusehen, nehmen wir an, dass g: D — D ebenfalls
eine Losung der Differentialgleichung ¢’ = ¢ mit g(z¢) = ¢ ist. Dann ist die
Funktion

h:D—R, z—g(z)e®
differenzierbar mit
W(z)=g'(x)e ™ — g(x)e™™ = 0.
Folglich ist h konstant (Folgerung V.2.3), d.h. h(z) = h(zo) = ce”"°. Hieraus
ergibt sich g(z) = e*h(z) = ce®® . Damit ist die Eindeutigkeit der Losung
bewiesen. n
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Aufgabe V.2.1. Beweisen Sie: Sei D C R ein Intervall mit mehr als einem
Punkt, f: D — R stetig und p € D. Ist f|p\yp) differenzierbar und gilt
lim f'(x) = a,

x—p

z#p

so ist f differenzierbar auf D, und es gilt f'(p) = a. Hinweis: Nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist + (f(p+h)—f(p)) = f'(p+9-h) fiir
ein geeignetes ¥, mit 0 < 9, < 1. Hieraus schliefe man die Differenzierbarkeit

in p mit f'(p) =a. [

Extremwerte

Definition V.2.5. Sei f: D — R eine Funktion.

(a) Ein Punkt p € D heiit lokales Maximum von f, wenn ein § > 0
existiert, so dass f(p) > f(x) fir alle z € Us(p) N D gilt. Ist zusétzlich
f(p) > f(x) fir alle x € (Us(p) N D) \ {p}, so heifit das Maximum isoliert.

(b) Ein Punkt p € D heifit ein (isoliertes) lokales Minimum von f, wenn
p ein (isoliertes) lokales Maximum der Funktion —f ist.

(¢c) Ein Punkt p € D heifit ein lokales Extremum, wenn p ein lokales
Maximum oder ein Minimum ist.

(d) Ein Punkt p € D heifit ein globales Mazimum bzw. Minimum, wenn
f(p) = max f(D) bzw. f(p) = min f(D) gilt.

(e) f heiBt lokal um p streng monoton wachsend (fallend), wenn fli; \~p
fiir ein § > 0 streng monoton wachsend (fallend) ist. n

| BEDINGUNGEN FUR EXTREMWERTE |

Lemma V.2.6. Sei a < b und f:[a,b] — R eine differenzierbare Funktion.
Dann gelten:
(1) Ist a ein lokales Maximum von f, so ist f'(a) < 0. Gilt f'(a) <0, so ist
a ein isoliertes lokales Mazimum.
(2) Ist b ein lokales Mazimum von f, so ist f'(b) > 0. Gilt f'(b) > 0, so ist
b ein isoliertes lokales Mazximum.
(3) Ist a ein lokales Minimum von f, so ist f'(a) > 0. Gilt f'(a) >0, so ist
a ein isoliertes lokales Minimum.
(4) Ist b ein lokales Minimum von f, so ist f'(b) < 0. Gilt f'(b) <0, so ist
a ein isoliertes lokales Minimum.
(5) Ist p €]a,b| ein lokales Extremum von f, so ist f'(p) =0.
Beweis. (1)(a) Wir nehmen zuerst an, dass a ein lokales Maximum von f ist.
Ist h > 0 ausreichend klein, so gilt f(a + h) < f(a). Hieraus folgt sofort
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(b) Gilt andererseits 0 > f'(a) = limy, w, so existiert ein § > 0,
so dass f(a+h) < f(a) fir 0 < h < 9§ gilt (Aufgabe IV.1.1(b)). Also ist a ein
isoliertes lokales Maximum.

(2)-(4) zeigt man analog zu (1).

(5) Wir nehmen zuerst an, dass p ein Maximum von f ist. Dann ist p
auch ein lokales Maximum der Einschrénkung f |, , und daher folgt f'(p) > 0
aus (2). Ebenso ist p ein lokales Maximum der Einschrankung f [f,; und wir
erhalten f’(p) <0 aus (1). Daher ist f'(p) = 0.

Ist p ein Minimum, so schlieft man analog, indem man (3) und (4) statt
(1) und (2) verwendet. [

Ab jetzt sei D C R in diesem Unterabschnitt immer ein nichtleeres offenes
Intervall, also von der Gestalt D = ]a,b[, ]a,oo[, | — oo, a[ oder R.

Nachdem wir wissen, dass in jedem Extremum die Ableitung verschwindet,
schauen wir uns diese Punkte etwas genauer an.

Lemma V.2.7. Ist f differenzierbar auf dem offenen Intervall D und
f'(p) = 0, so gilt:

(1) Existiert ein 6 >0 mit f'(p+h)-h >0 fir alle h # 0 mit |h| <, so ist
p ein isoliertes lokales Minimum von f. Dies gilt insbesondere, wenn f’
lokal um p streng monoton wachst.

(2) Ist p ein isoliertes lokales Minimum von f’, so wdchst f lokal um p streng
monoton.

Beweis. (1) Ist f’ lokal um p streng monoton wachsend, so existiert ein
0 > 0, so dass f’|U5(p) streng monoton wachsend ist. Fir 0 < h < § gilt also
f'(p+h)> f'(p) =0 und fir —§ < h < 0 erhalten wir f'(p+ h) < f'(p) = 0.
Es folgt also f'(p+ h)-h >0 fir alle A mit |h| < 4.

Sei diese Bedingung erfiillt. Dann ist f'(p + h) > 0 fir 0 < h < ¢, also
f|p,p+8) streng monoton wachsend (Folgerung V.2.3(3)). Ebenso ist f'(p+h) <0
fir =9 < h <0, also f [j,—sy streng monoton fallend. Fiir x,y € Us(p) mit
x < p <y gilt daher f(z) > f(p) < f(y), d.h., p ist ein isoliertes lokales
Minimum von f.

(2) Ist p ein isoliertes lokales Minimum von f’ so gilt wegen f’(p) =0 die
Beziehung f’(p+h) > 0 fiir alle h # 0 in einer ausreichend kleinen Nullumgebung
Us(0). Also sind f, .5 und fl, 5, streng monoton wachsend, und somit ist
f auf ganz Us(p) streng monoton wachsend (Nachweis!). n

Bemerkung V.2.8. Der erste Fall in V.2.7 liegt insbesondere dann vor, wenn

f"(p) existiert und > 0 ist. Dann folgt aus

0<f,,(p):%%f(p+h£—f(p) :%ifbf(p;:rh)

die Existenz eines § > 0 mit @ > 0 fiir 0 < |h| < . Insbesondere ist dann
auch f'(p+ h)h = th > 0. u

| UBER DAS LOKALE VERHALTEN |
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Satz V.2.9. Sei D offen, n > 2 und f: D — R eine (n — 1)-mal differen-
zierbare Funktion. Fir einen Punkt p € D existiere auch fI" (p), und es sei
f"l(p) # 0 sowie f¥l(p) =0 fiir alle 0 < k < n. Dann tritt einer der folgenden
vier Fdlle auf:

e n gerade, p) > 0: Dann ist p ein isoliertes lokales Minimum.
e n gerade, ) < 0: Dann ist p ein isoliertes lokales Mazximum.
e n ungerade, f! ](p) > 0: Dann wdchst f lokal um p streng monoton.
° I (p

n ungerade, f'"(p) < 0: Dann fallt f lokal um p streng monoton.

Beweis. Die Fille mit f[™(p) < 0 fithrt man durch Multiplikation mit —1 auf
die anderen zuriick. Wir nehmen daher f[™(p) > 0 an. Nach Voraussetzung ist
(f[”_Q])H (p) = f"(p) > 0. Wegen Bemerkung V.2.8 und Lemma V.2.7(1)
hat fl»=2] in p ein isoliertes lokales Minimum. Ist n > 3, so folgt aus
Lemma V.2.7(2), dass f®~3 um p lokal streng monoton wiichst. Da nach Vo-
raussetzung f"~3(p) = 0 ist, hat f"~4 in p ein isoliertes lokales Minimum,
falls n > 4 ist.

Induktiv folgt fiir 2k < n bzw. 2k <n+1: f"=2k hat in p ein isoliertes
lokales Minimum und 25+ wichst um p lokal streng monoton. Daraus folgt
die Behauptung fiir f = fI%, wenn k = %n bzw. k = %(n + 1) ist. [ ]

7o
i

n

Bemerkung V.2.10. (a) Der Satz besagt, dass die Funktion f sich lokal um
p genauso verhilt wie die Funktion x — f"I(p) - (z — p)".

(b) Gilt fl"(p) = 0 fiir alle n, so lisst sich nichts iiber das Verhalten von
f bei p sagen. Ein Beispiel fiir eine nichttriviale Funktion mit dieser Eigenschaft

ist die folgende:

fﬁRHR, l_}_}{@ s x>0

8=

0 z <0.

Man kann zeigen, dass f € C*(R) ist mit fl"/(0) = 0 fiir alle n € N (Aufgabe
V.2.3). .

Wir fassen die wichtigsten Ergebnisse tiber Extremalstellen noch einmal
zusammen.

| Bestimmung von Extremwerten (Zusammenfassung): |

Es sei f:]a,b] — R differenzierbar. (1) Nach Satz IV.1.13 existieren
Maxima und Minima von f in [a,b], da f nach Lemma V.1.3 stetig ist. Nach
Lemma V.2.6 liegen alle lokalen Extrema in der Menge

{a,b} U{x €]a,b[: f'(xz) = 0}.

(2) Ist p € Ja,b| ein lokales Extremum, so gilt f’(p) = 0. Dies ist notwendig,
aber nicht hinreichend. Ist f”(p) # 0, so liegt ein isoliertes lokales Extremum
vor (Satz V.2.9); es handelt sich um ein Minimum, wenn f”(p) > 0 ist und um
ein Maximum, wenn f”(p) < 0 ist.
(3) Ist a ein lokales Maximum, so ist f’(a) < 0. Dies ist notwendig, aber nicht
hinreichend. Ist f’(a) < 0, so ist a ein isoliertes lokales Maximum.

Analoges gilt fiir b bzw. lokale Minima am Rand (Lemma V.2.6).
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Beispiel V.2.11. (a) f :[1,2] —» R,z — 2?2 liefert f'(z) = 2z > 0 fiir alle
x € |1,2[. Daher ist f streng monoton wachsend, folglich lieft bei p = 1 ein
globales Minimum vor und bei p = 2 ein globales Maximum.

(b) Wir betrachten die Funktion f(z) = 2® — z auf dem Intervall [0,2].
Zuerst such wir nach den Nullstellen der Ableitung. Wegen f/(z) = 322 — 1
ergibt sich in dem Intervall [0,2] nur die eine Nullstelle xy := An dieser
Stelle ist

sk

[ (zo) = 629 > 0.

Also liegt ein isoliertes lokales Minimum vor. An den Intervallrindern haben wir
f'(0) = -1 <0 sowie f'(2) =3-8—2>0. Die Stellen ;1 =0 und x5 = 2 sind
also isolierte lokale Maxima. Fiir die Funktionswerte erhalten wir

FO0)=0, f(2)=8—-2=6 und f(mo):%(%—l):—%<0.

Also ist zg ein globales Minimum und x5 ein globales Maximum. [ ]

Aufgabe V.2.2. Ist f:]a,b|— R eine differenzierbare Funktion und

f':]a,b| — R ihre Ableitung, so besitzt f’ die Zwischenwerteigenschaft, d.h. ist
fl(z) < e < fl(y) fir <y, so existiert ein z € [z,y] mit f/'(z) = c¢. Hinweis:
Ersetzen wir f durch f(z)—cx, so diirfen wir 0.B.d.A. ¢ = 0 annehmen. Weiter
diirfen wir f/(z) < 0 und f’(y) > 0 annehmen. Ist nun z eine Minimalstelle
von f auf dem Intervall [z,y] (Nachweis der Existenz!), so zeige man f'(z) =0
(warum liegt kein Minimum am Rand?). u

Aufgabe V.2.3. Zeige, dass die Funktion

_1
fZRHR, T — € =z, x>0
0 <0

glatt ist mit fI"(0) = 0 fiir alle n € N. u

V.3. Die Regeln von de I’Hospital

In diesem Abschnitt werden wir eine sehr effiziente Methode kennenlernen, um

Grenzwerte von Quotienten zweier differenzierbarer Funktionen zu berechnen,

die man nicht direkt auswerten kann, da sie vom Typ % oder 22 sind.

| ALLGEMEINER MITTELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHNUNG |

Satz V.3.1. Seien a < b reelle Zahlen und die Funktionen f,g : [a,b] — R
seien stetig und auf |a,b[ differenzierbar. Dann ezistiert ein £ € |a,b[ mit
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Hat ¢' keine Nullstelle in | a,b], so ist g(b) # g(a) und

Beweis. Wir wenden den Satz von Rolle (Satz V.2.1) auf die Funktion
F :[a,b] — R mit

an. Es gilt F'(a) = F(b) = 0. Also existiert ein £ € |a,b| mit

0="F'(&) = f(&)- (9(b) — g(a)) — g'(€)(f(b) — f(a)).

Ist zusétzlich ¢'(z) # 0 fiur alle z € Ja,b[, so folgt g(b) # g(a) aus dem
Mittelwertsatz. |

Den allgemeinen Mittelwertsatz wenden wir im Beweis der folgenden Sétze
an.

Satz V.3.2. (1. Regel von de I'Hospital) Seien f und g auf dem Intervall |a, b]
stetige und auf | a,b| differenzierbare Funktionen mit

fla)=g(a)=0 wund g¢'(z)#0 firallez € ]a,bl.

FExistiert dann

lim (@)
v—a g'(z)

e RU{*oo}, so existiert auch  lim @) € RU{£o0},

v—a g(z)

und beide Grenzwerte stimmen tberein.

Beweis. Der allgemeine Mittelwertsatz liefert zu jedem z ein &, € |a, x| mit

f@) _ fl@)—fla) _ [(&)

g(z)  gla)—gla)  ¢'(&)

Hieraus folgt die Behauptung, denn fiir jede Folge x, mit x, — a gilt auch
&z, — a und daher

) o fl6) S
W glzn) o () | on @)

Beispiel V.3.3. (a) Den Grenzwert

lim log(1+tx) lim THE _
r—0 €T z—0 1
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diirfen wir den de I'Hospitalschen Regeln berechnen, da die Nennerfunktion
g(x) = x der Bedingung ¢'(z) = 1 geniigt und log(1l + t0) = log1 = 0 ist.
Wir erinnern uns daran, dass diese Regel auch die Existenz des Grenzwertes
impliziert. Insbesondere erhalten wir hiermit einen neuen Beweis von

t\" og(1+tn
lim <1+—) = lim(l—i—xt)% = lim elg(l.:t : — et
n z—0

n— oo z—0

(b) Eine weitere Anwendung der Regel von de I’'Hospital:

1
z—0 3 z—0 322 z—0 6x
2
2 1
— iy U2 2
x—0 6 6 3

Wieder beachten wir, dass wir die Voraussetzungen von V.3.2 bei jeder An-

wendung der de 1’'Hospitalschen Regeln verifizieren miissen. Die Existenz der

Grenzwerte folgt dann sukzessive aus der Existenz des allerletzen Grenzwerts.
(¢) Und noch eine:

o ef—-1—x et -1
lim ——— = lim
x—0 € x—0

=0.

Den letzten Grenzwert erhalten wir direkt aus der Stetigkeit der Exponential-
funktion. Das erste Gleichheitszeichen und die Existenz des ersten Grenzwertes
folgen aus V.3.2.
(d) Und noch eine:

.oet—1 . e .1

lim = lim — = lim — = oo. ]

N0 22 2N\0 2  2\0 2x
Satz V.3.4. (1. Regel von de I'Hospital fiir x — oo) Seien f und g auf dem
Intervall |a, 00| differenzierbare Funktionen und

lim f(z)= lim g(z) =0 sowie ¢'(x)#0 firalle x €]a,o0].

r—r 00

Dann st f( ) f’( )
. €T . T
M gla) o o)

falls der rechte Grenzwert existiert.
Beweis. Sei 0.B.d.A. a > 0 (falls nicht, ersetze a durch 1). Wir setzen

fﬂQﬂHRwH{ﬂg,mmxemﬂ

~ 1
0, falls z = 0. und g : [0, -] — R analog.

Nach Voraussetzung sind f und g stetig und nach Konstruktion auf |0, %[
1
T

differenzierbar (Kettenregel). Aus Satz V.3.2 folgt also wegen f’(t) =—%f'(3)
fiir t > 0:
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Satz V.3.5. (2. Regel von de I'Hospital) Sei b € RU {oc}. Die Funktionen
fyg:]a,b] = R seien differenzierbar mit

limg(z) =c0 und ¢'(z)#0 fir alle z €la,b|.

r—b

Dann ist ,
lim J@) = lim O
r—b g((,C) x—b g/(l‘)

falls der rechte Grenzwert in R U {+oc} existiert.

Y

Beweis. 1. Fall b < co: Wegen lim,_., g(z) = oo existiert ein § > 0 mit
g(x) > 0 fir alle x €]b — §,b[. Insbesondere ist g nicht monoton fallend, und
daher gilt ¢’ < 0 nicht iberall. Da die Ableitung ¢’ die Zwischenwerteigenschaft
hat (siehe Aufgabe V.2.2), folgt ¢’(x) > 0 auf ]a, b] aus der Voraussetzung, dass
g’ keine Nullstelle besitzt. Wir diirfen also ¢ > 0 und g > 0 annehmen. Wir

nehmen zuerst an, dass der Grenzwert ¢ := lim,_.; 7 Ei; € R existiert, also

weder oo noch —oo ist. Fiir jedes € > 0 existiert dann ein § > 0, so dass aus

b—0 < z < b die Beziechung ¢ — ¢ < % < q + ¢ folgt. Ist insbesondere
b— 9 < p < x <b, so erhalten wir nach dem allgemeinen Mittelwertsatz der

Differentialrechnung (Satz V.3.1)

f(x) — f(p)

175 @) = gp)

<q+e,

also (¢ —¢e)g(z) +c < f(z) < (¢ +¢)g9(z) + d mit Konstanten ¢,d € R (Beachte
g(x) > g(p) wegen ¢’ > 0). Also ist

PRI 1C) .
g—e+—<—<<q+te+——.

9(z)  g(=) 9(x)

Wegen g(x) — oo gilt g(m) m — 0 fiir x — b. Es existiert also ein ¢’ < ¢ mit
q—2€<f(x)<q+2€ fir z € [b—¢',b[. Also ist lim, ., £&) = q,da >0

g(z) glz) —

beliebig war.
Ist ¢ = o0, so erhalten wir zu jedem R > 0 in analoger Weise ein xr € R,
so dass fir zp < p < x gilt:

9(x) —g(p)
Hieraus erhalten wir weiter Rg(x) + ¢ < f(x) fiir eine Konstante ¢ € R und
somit R+ g(x) < g (( )) , woraus g ; > = fur ausreichend grofie = folgt. Also ist
: flz) _
oo gy = ¢ =
Fir ¢ = —o0 argumentiert man analog.

2. Fall b = co: Diesen Fall fithrt man mit der gleichen Methode aus dem
Beweis von Satz V.3.4 auf den Fall b < co zuriick. [ |
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Beispiel V.3.6. (a) Seien f(z) = Y.;_jarz”, g(z) = > _, brx® Polynome
vom Grad n mit b, > 0. Dann ist lim,_ . g/*/(z) = oo fiir k =0,...,n — 1,
also

Cfw) ) e

m —= = lim
r— 00 g(a:) €T — 00 g[n] (.’L’)

|

. log x . 1/x . 1
(b) limgy oo 5% = lim, 0 2/—96 =lim; o0 5,2 = 0.

. x .
(c) limg oo & = limg o0 €% = 00. ]

V.4. Trigonometrische Funktionen

In diesem Abschnitt fithren wir die trigonometrischen Funktionen mittels der
Eulerschen Formel

e =cosx +isinz fur ze€R

ein. Hieraus leiten wir ihre wichtigsten Eigenschaften wie Periodizitat, Reihen-

entwicklungen und die Additionstheoreme ab.
Wir erinnern uns zunéchst an die komplexe Exponentialfunktion

o0 Zn
exp:C - C, z+— —_.

Definition V.4.1. Wegen e* = ¢* fiir z € C (Nachweis!) erhalten wir fiir
x € R die Beziehung €@ = ¢~**, Daher werden durch

eim + efim )
cos:R—R, z~— — = Re(e*®) (Cosinusfunktion)

und
eiw - e—ix )
sitR - R, x+— = Im(e**) (Sinusfunktion)
reelle Funktionen auf R definiert. Definitionsgemafl gilt also die Fulersche
Formel
e =cosx +isinz fiir alle z € R.
Da die Exponentialfunktion gemafl Satz IV.2.13 auf C stetig ist, sind auch die
Funktionen sin und cos stetig.

Da fiir € R die Eulersche Formel €™ = cosz + isinz die Zerlegung der
komplexen Zahl €*® in Real- und Imaginirteil beschreibt und |e=|? = e~ =
e? = 1 ist, konnen wir in der GauBschen Zahlenebene die Zahl cosz als die
Projektion des Punktes e auf die reelle Achse und sinz als die Projektion des

Punktes e auf die imaginire Achse deuten. [ |
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Lemma V.4.2. Fir alle x,y € R gilt

(1) cos(—x) = cosx (cos ist eine ungerade Funktion) und sin(—z) = —sinx
(sin ist ungerade).

(2) cos? z + sin?

(3) cos(z+y) =coszcosy —sinxsiny (Additionstheorem des Cosinus).

r=1.

(4) sin(x +y) = coszsiny + sinz cosy (Additionstheorem des Sinus).

Beweis. (1) folgt sofort aus der Definition.
(2) folgt aus

1 = [e™]? = Re(e'®)? + Im(e"*)? = cos® = + sin® z.
(3), (4) Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion erhalten wir

cos(x +y) + isin(z + y) = e!@HY) = e = (cosx + isinx)(cosy + isiny)

= (cosx cosy — sinx siny) + i(sinx cosy + siny cos x).

Die Behauptung folgt nun durch Vergleich von Real- und Imaginéarteil. ]

Um nachzuweisen, dass Sinus- und Cosinusfunktion differenzierbar sind und
ihre Ableitungen zu berechnen, benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma V.4.3. FEs gelten

i —1
lim ST 1 und im CoSTT 2 0.
z—0 X z—0 T
Beweis. Wir zeigen zuerst
z
-1
(4.1) lim & = 1.
z—0 YA
z€C
Wie in Beispiel V.1.12 erhalten wir fiir z € C:
e* —1 e#—1—z =1 = ||
1= 7| = k1 . k _ <9
=T R s R = g <2

wenn |z| < I ist. Damit ist (4.1) gezeigt. Fiir z = iz, z € R, erhalten wir

insbesondere
e — sinx .cosz —1
1 = lim - = lim —1

x—0 1T z—0 X xT

und hieraus folgt die Behauptung. [ ]
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Satz V.4.4. Die Funktionen sin:R — R wund cos:R — R sind beliebig oft
differenzierbar und es gilt

sinf =cos wund cos’ = —sin.

Beweis. Mit dem Additionstheorem fir die Cosinusfunktion sowie
Lemma V.4.3 erhalten wir fiir x € R die Ableitungen

cos(x + h) — cosx . coszcosh —sinzsinh — cosz
im = lim
h—0 h h—0 h
. cosh—1 . . sinh .
=cosz lim —— —sinx lim = —sinz.
h—0 h h—0
Also ist cos differenzierbar mit cos’ = —sin.

Analog ergibt sich die Differenzierbarkeit der Sinusfunktion und die Formel
sin’ = cos. Hieraus folgt unmittelbar, dass sin und cos beliebig oft differenzier-
bar sind. [ ]

Satz V.4.5. (Schwingungsgleichung) Sei u: R — R eine zweimal differenzier-
bare Funktion, die die Schwingungsgleichung

u' 4+ u=0
lost. Dann ist fir alle t € R

u(t) = a-cost+ B-sint  fir «o=u(0),8=1u(0).

Beweis. Die Funktion @ := « - cos+( - sin ist ebenfalls eine Losung der
Schwingungsgleichung mit u(0) = «(0) und u'(0) = »/(0). Wir betrachten nun
die Differenzfunktionen U := u — u. Dann ist U(0) = 0, U’(0) = 0, und fiir die
Funktion F := U? + (U’)? erhalten wir E(0) = 0 sowie

E' =20 -U' +2U"-U" =20U"-2U'U = 0.
Also ist E konstant. Aus E(0) = 0 folgt daher F = 0 und folglich U = 0.
Damit ist u =u = « - cos+0 - sin. [ |

Wir haben gerade gesehen, dass die zweimal differenzierbaren Funktionen
u:R — R, die die Schwingungsgleichung 16sen, einen zweidimensionalen Vektor-
raum mit der Basis {cos,sin} bilden. Er ist der Kern der linearen Abbildung

C*R) — C(R), uw— v +u.
Folgerung V.4.6. Ist 0 # w € R und u eine Losung der allgemeinen Schwin-

gungsgleichung
w4 w?u=0,
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S0 18t

/
0
u(t) = a - cos(wt) + B -sin(wt)  fir a=u(0),5= u )
w
Die Zahl w heifit Winkelgeschwindigkeit der Schwingung.
Beweis. Wir betrachten die Funktion #(t) := u(t) und sehen, dass @ eine

Losung der Schwingungsgleichung

@() + @(t) = Su(L) +u(L) =0

w

ist. Dann ist nach Satz V.4.5 u(t) = a - cos(t) + (- sin(¢) mit o = u(0) = u(0)
und 8 =a'(0) = @ u

w

Die Zahl «

Satz V.4.7. Fir alle * € R haben wir folgende Reihendarstellungen wvon
Cosinus- und Sinusfunktion:

o0 L z2k ' 0 L a2kt
cosx = Z(—l) k) und  sinx = Z(—l) 2hF
k=0 k=0
Beweis. Aus i2 = —1 erhalten wir i*> = —i und i* = 1. Also ist
Lio o omiay _ N (@) 4 (mia)" = 1+ (=) 2"
cose = (e =) T S A
o0 2% 0 2%k
=> :;k: =2 (=" Zk: !
k=0 (25)! k=0 (2k)

_ 1 i —iT\ __ - -nl (_1)71 "
smx—i(e e )—Zz 5; )
n=0
<, L a2kt oo p2k+1
=2 T gy - 2 @

Folgerung V.4.8. cos2 < 0.
Beweis. Fiir 0 < x| <3 und k£ > 1 ist

p2k+2 5 9
(2k+2)! x x

9
< < =
A (E+2)(2k+1) T 4037 12

<1
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2n

Hieraus folgt, dass die Folge ((2n)! Jnen monoton fallend ist. Folglich ist

X Am2 pAm+4 22 gt
=1—-—=4 — - <1l——+—.
o= + > & Ami2)l @midl = 2 4
m:l -~
>0
Fiir x = 2 ergibt sich insbesondere cos2 <1 — 2+ % = —% < 0. [ ]

Definition V.4.9. Wir definieren
7= 2inf{z > 0: cos z = 0}.

Das ist sinnvoll, denn wegen cos0 = 1 und cos2 < 0 zeigt uns der Zwischen-
wertsatz, dass die Cosinusfunktion im Intervall ]0,2[ eine Nullstelle hat. Es ist
klar, dass m < 4 ist. [ |

s

Satz V.4.10. ¢'2 =i, d.h. cos5 =0 und sing =1.

Beweis. Aus der Definition von 7 folgt zunéchst die Existenz einer Folge
T, € R mit cosz, = 0 und z,, — 5. Aus der Stetigkeit der Cosinusfunktion
folgt daher

T
~ =0
COS2

Aus cosxz > 0 fiir 0 <z < 7§ folgt aus dem Zwischenwertsatz (Satz IV.1.15)
weiter
cos’ = = —sin~ <0
2 2~

Wegen cos? x + sin? z = 1 gilt andererseits sin®

% = 1 und daher sin% =1. =

Wir haben gerade die Identitat
'41=0

bewiesen, in der die 5 wichtigsten Zahlen der Analysis 0,1, 7, e und 7 vorkom-
men.

Folgerung V.4.11.  (Periodizitétseigenschaften) Fir alle x € R gilt:

(1) cos(x + 2m) = cosx, sin(x + 2w) = sinz (27 -Periodizitdt).

(2) cos(x+7)=—coszx, sin(x +7) = —sinz.

(3) cos(3 —x) =sinx, sin(F
Beweis. (1) Wegen Satz V.4.10 erhalten wir aus den Additionstheoremen
(Lemma V.4.2)

— ) =coszT.

(4.2) cos(z + g) = —sinz und sin(z + g) = COST
fir alle x € R. Ersetzen wir x durch x + 7, erhalten wir weiter
cos(x + 7) = —sin(x + g) = —cosz

und analog sin(x + 7) = —sinz. Damit ist (2) gezeigt. Die Formeln (1) und (3)
folgen nun unmittelbar aus (2) und (4.2). n
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Folgerung V.4.12.  (Nullstellen)

{z eRisine =0} =Znr und {mechosx:O}:g+Z7r.

Beweis. Aus der Definition von 7 und cosxz = cos(—z) folgt cosxz > 0 fir
z €] — Z,Z[ und mit Folgerung V.4.11(2) cosz < 0 fiir = €]Z,2X[ sowie
cos 22 = 0. Im Intervall ]—Z, 3] sind Z und 2F also die einzigen Nullstellen der
Cosinusfunktion. Die Beschreibung der Nullstellenmenge der Cosinusfunktion
folgt daher aus der 27-Periodizitét.

Die Nullstellenmenge der Sinusfunktion erhalten wir nun mit

Folgerung V.4.11(3). u
Folgerung V.4.13. {z€ C:e* =1} =2miZ.

Beweis. Sei z € C mit € = 1. Wegen |e*|? = e%e® = e*T7 = ¢2Re2 = 1 ist
Rez =0, d.h. z =ix fiir ein x € R. Wegen

. x els —ei3 e e —1
_— — = 2
Y 2i ‘ 2
ist * =1 #quivalent zu sin§ =0, d.h. x € 27Z (Folgerung V.4.12). |

Gemaéf der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ist exp: (C,+) —
(C*,-) ein Gruppenhomomorphismus der additiven Gruppe C in die multiplika-
tive Gruppe C* = C\ {0}. In Folgerung V.4.13 haben wir den Kern von diesem
Gruppenhomomorphismus bestimmt.

Satz V.4.14. (Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen) Zu jeder kom-
plexzen Zahl z € C* existiert genau ein t € 0,27 mit z = |z|e".
Beweis. Schreiben wir |72| = a +ib, so ist a® + b> = 1 und wir suchen ein
t € [0,27[ mit (cost,sint) = (a,b).

Existenz: Wegen

cos(—t) =cost und sin(—t) = —sin(t)
sowie
cos(m+t) = —cos(t) und sin(w +t) = —sin(¢)

diirfen wir a,b > 0 annehmen (Fallunterscheidung nach dem Quadranten in der
Ebene, in dem (a,b) liegt). Nun ist cos(0) = 1, cos(3) =0 und 0 < a <1,
da a = v/1—b% <1 ist. Wegen dem Zwischenwertsatz existiert ein ¢ € [0, Z
mit cos(t) = a. Dann ist b = v/1 —a? = /1 —cos?t = sint, da sint > 0 fiir
0<t<T gilt.

Eindeutigkeit: Ist z = |z|eit = |z]eit’, so ist ei(!~1) = ¢ite=" = 1 und
daher t — t' € 27Z (Folgerung V.4.13). Aus t,t’ € [0,2n[ folgt t =¢'. n

Die Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen hat den grofien Vorteil,
dass man mit ihr sehr gut Produkte berechnen kann: Ist z = |z[e"¥ und w =
lw|e?¥, so haben wir

ow = |z - \w]e“*””’) - ‘Zw,ei(sow)_

Sind ¢,1 € [0,27[, so kann es natiirlich passieren, dass ¢ + ¢ > 27 ist. In
diesem Fall ist e(¢+%) = ¢ile+¥=2m)  Nan muB also ,, modulo 27 “ rechnen.



V.4. Trigonometrische Funktionen 117

Folgerung V.4.15. (n-te Einheitswurzeln) Die Gleichung 2" = 1 hat in C
genau n Losungen. Sie sind gegeben durch

{egzm:k:(),...,n—l}.

Beweis. Es ist klar, dass (en2™)" = ¢k27 — 1 jst. Ist nun z € C mit 2" = 1,
so ist |2|™ = |2"| = 1. Es existiert also ein ¢ € [0,27] mit z = ¢'¥ (Satz V.4.14).
Aus 1 = 2" = ™% erhalten wir ny € 27Z (Folgerung V.4.13). Also existiert
ein k € Z mit np = 2rk. Aus ¢ € [0,2n[ folgt nun k£ €{0,1,...,n—1}. n

Mehr iiber trigonometrische Funktionen

Bemerkung V.4.16.  (Tangens und Arcustangens) Auf D := R\ (% + Zn)
definieren wir die Tangensfunktion

sin x

tan: D — R, z .
coS T

Eigenschaften (fiir alle z € D):
(1) tan(x 4+ 7) = tanx (Folgerung V.4.11(2)).
(2) tan(x) = m > 0: Nach der Quotientenregel ist

. cos? +sin? 1
tan’ = = .
cos? cos?
Wegen 1+ tan?(z) = COSQCi:;S;ng L — COS%(@ geniigt die Tangensfunktion also der

Differentialgleichung
fl(x) =1+ f(x)?, x€D.
(3) tanztan(f — ) = 1 (Folgerung V.4.11).
(4) tang:] — 3, 5[— R ist bijektiv: Wegen (2) ist die Funktion streng
monoton wachsend, also injektiv. Da tan stetig ist, ist das Bild ein Intervall

I CR. Mit (3) erhalten wir

COS T

lim tangx = lim —— = lim =00

r—Z T—5 tano(% — 1’) z—Z sinw
und somit [0,00[C I. Aus tang(—z) = tangz fiir alle z erhalten wir schliefilich
I =R.
(5) Mit (4) und dem Satz iiber die Umkehrfunktion (Satz V.1.11) erhalten
wir eine differenzierbare Funktion

[

arctan := tany 1 R —] —

bo| 3
bo| 3

Y

Dann ist arctan(0) = 0 und

1 1 1
tan)(arctanz) 1+ tan3(arctanz) 1+ 22’

arctan’(z) = z € R.

Diese Eigenschaft wird spéater in der Integralrechnung noch eine wichtige Rolle
spielen. -
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Bemerkung V.4.17. (a) Da die Cosinusfunktion cosy := cos | g auf
10, [ die negative Ableitung — sin besitzt, ist cosg streng monoton fallend, also
injektiv mit dem Bild [cos(m),cos(0)] = [—1,1]. Die Umkehrfunktion

arccos := cosy i [—1,1] — [0, 7]

heiflt Arcuscosinusfunktion. Sie ist ebenfalls streng monoton fallend und in
| — 1,1] differenzierbar mit der Ableitung

, 1 1
arccos' () = = ——
cos’(arccos x) sin(arccos )
B 1 B 1
\/1 — cos?(arccos z) V1—a?
(b) Da die Sinusfunktion sing := sin |[_z =} auf | — 3, 5[ die positive

Ableitung cos besitzt, ist sing streng monoton wachsend, also injektiv mit dem
Bild [-1,1]. Die Umkehrfunktion

arcsin = sino_lz [—1,1] — [—g, g]

heifit Arcussinusfunktion. Wegen Folgerung V.4.11 ist sing(x) = cosg(% —x) und
daher

arcsin(x) = g — arccos(z).

Insbesondere ist
. 1
arcsin’(z) = —— u

V1—x22
Beispiel V.4.18. (a) Zunéchst beachten wir, dass

lim cosxz
r— 00

nicht exitiert, da die Folge cos(nm) = (—1)™ nicht konvergiert. Hieraus erhalten
wir sofort, dass

. 1
lim cos —
x—0 x

ebenfalls nicht existiert.
(b) Wir betrachten die Funktion

FIRSR, aﬂ_}{xcos%, x#0
0, sonst.

Diese Funktion ist in allen Punkten x # 0 differenzierbar, da Kompositionen
differenzierbarer Funktionen differenzierbar sind. Im Nullpunkt ergibt sich aus
|f(x)] < |z| sofort

lim f(z) = 0.

r—0
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Also ist f auf ganz R stetig. Allerdings ist f in 0 nicht differenzierbar, denn

lim M = lim cos 1
h—0 h h—0

existiert nicht (siehe (a)).
(c) (Eine differenzierbare Funktion deren Ableitung unstetig ist) Wir be-
trachten die Funktion

N
0, sonst.
Fiir x # 0 ist
1 2 1 1 1
f(z) = 2xsin — — x—zcos— = 2xsin — — cos —.
A x x x
Fir x =0 ist
1 h 1 1 1

Wegen |sin %} <1 ist also limy_.¢ @ =0, d.h. f/(0) = 0 existiert. Damit ist
f auf ganz R differenzierbar, und es gilt

0 z=0
/ . )
f(x)_{stinl —cos%, x # 0.

xT

Fir Ty = ﬁ ist

Flan) = f(—) = —2 sin(2mn) — cos(2mn) = —1 £ 0 = £(0).

2mn 2mn

Damit ist f’ im Nullpunkt unstetig. Die Funktion f ist also ein Beispiel fiir eine
differenzierbare Funktion deren Ableitung unstetig ist. ]

Bemerkung V.4.19. Die Folge f,(z) = %sin(an) konvergiert auf R gleich-
mafBig gegen die Nullfunktion, denn es gilt

| frllr = sup{|fn(z)| : x € R} = % = 0.

Andererseits divergiert die Folge f, (x) = n - cos(n?z). Selbst gleichmiflige

Konvergenz zieht also offensichtlich nicht notwendigerweise die Konvergenz der
Folge der Ableitungen nach sich. [ |
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VI. Integralrechnung

Nachdem wir im letzten Kapitel die Differentialrechnung kennengelernt haben,
mit deren Hilfe es moglich ist, die Anderungsrate einer Funktion durch deren
Ableitung mathematisch prézise zu beschreiben, wenden wir uns in diesem Ab-
schnitt der Frage zu, wie man die Flache berechnet, die ein Funktionsgraph mit
der z-Achse einschlieBt. Die Beobachtung, dass die Anderungsrate dieser Fliche
bei fortschreitender rechter Grenze des Definitionsbereichs durch die Funktion
gegeben ist, ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung — eines der
zentralen Resultate der Analysis der Funktionen von einer Verdnderlichen. Ins-
besondere werden wir sehen, wie sich dieser Satz dazu verwenden lasst, viele
konkrete Integrale explizit zu berechnen.

VI.1. Treppenfunktionen

Definition VI.1.1. (a) Seien a,b € R mit a < b. Eine Zerlegung des
Intervalls [a, b] ist ein (n 4 1)-Tupel

Z =(20,21,---,2n) mit a=2z0<2z<20<...<z,=0

Die Zerlegung Z = (zg, ..., z,) heifit feiner als die Zerlegung W = (wo, ..., wy),
wenn {wo, ..., wn} C {z0,...,2n} gilt, d.h. wenn jeder Unterteilungspunkt von
W auch ein Unterteilungspunkt von Z ist. Sind Z; und Zs zwei Zerlegungen
des Intervalls [a,b], so sei Z; U Zy diejenige Zerlegung, die durch Vereinigung
der Mengen der Unterteilungspunkte entsteht.

(b) Eine Funktion f : [a,b] — R heiit Treppenfunktion, wenn es eine
Zerlegung Z = (2¢,...,2,) von [a,b] und Zahlen ¢q,...,¢, € R gibt mit

f@)=cr fir zp_1 <t < zg.

Von den Funktionswerten an den Unterteilungspunkten wird nichts verlangt. Wir
schreiben T? fiir die Menge der Treppenfunktionen f:[a,b] — R. [ |

Lemma VI.1.2. Die Menge T? ist ein reeller Vektorraum, d.h., fir f,g € T?
und A € R sind f+ g und \f wieder Elemente von TP.
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Beweis. Wegen T° C B([a,b]) (beschrinkte Funktionen) haben wir nur zu
zeigen, dass T ein Untervektorraum ist. Fiir f € T? und A € R ist \f € T?.
Sind f und g Elemente von T? zu den Zerlegungen Z; und Zs, so sind sie auch
Treppenfunktionen zu der Zerlegung Z; U Z5. Also ist f + g Treppenfunktion
zu der Zerlegung Z; U Zy. Daher ist T? C B([a,b]) unter Skalarmultiplikation
und Addition abgeschlossen und somit ein Untervektorraum. [ ]

Satz VI.1.3. Ist f : [a,b] — R stetig, so existiert zu jedem & > 0 eine
Treppenfunktion ¢ € T® mit

If = @lltan) = sup{lf(z) — p(z)[: 2z € [a,b]} <e.
Jede stetige Funktion lasst sich also gleichméaflig durch Treppenfunktionen ap-
proximieren.
Beweis. Nach Satz IV.1.24 ist f gleichméf8ig stetig. Es existiert also ein § > 0
mit |f(z)—f(y)| < e fiir alle z,y mit |[z—y| < §. Wir wihlen nun eine Zerlegung
Z = (20,...,2m) von [a,b] mit |zx41 — 25| < 0 fir alle k =0,...,m —1 und
definieren die Funktion ¢ durch

(t)'— f(Zk), fir 2z, <t < z2gp41,k=0,...,.m—1
PO = F ), it =b.

Fiir ¢ € [z, 2zk41] ist dann

o) = FO] < le(t) = flz)] + [ F () = FO) < O+ e =,
d.h. Hf — SOH[a,b} <e. |

Folgerung VI.1.4. Ist f : [a,b] — R eine stetige Funktion und € > 0, so
existieren Treppenfunktionen p,1 : [a,b] = R mit o < f <1 und v —p =¢.

Beweis. Mit Satz VI.1.3 finden wir eine Treppenfunktion A : [a,b] — R mit
|f = Plljap) < §. Dann setzen wir ¢ := h — § und ¢ := h+ 5. Nun ist
Y—p=5—(-5)=cund p=h—-§5< f<h+5=1. u

Das Riemann-Integral

Gesucht ist der Inhalt der Fléche, die der Graph einer Funktion f : [a,b] —
[0, 0o mit der x-Achse einschlieit, d.h. der Menge

F={(z,y):z€[a,0,0 <y < f(x)}.
Wir werden sehen, dass sich diese Aufgabe fiir stetige Funktionen immer losen
lasst. Auch fiir Funktionen mit endlich vielen Unstetigkeitspunkten lassen sich
diese Flachen berechnen. Als problematisch erweisen sich Funktionen, die ,, sehr
oft “ springen, wie zum Beispiel die Dirichletfunktion
' 1, fallszeQnlo,1]
f01] =R, 2 {O, falls z € [0,1] \ Q.

Wir beginnen die Berechnung des gesuchten Flacheninhalts bei den Treppen-
funktionen.
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Lemma VI.1.5. Ist f : [a,b] — R eine Treppenfunktion zur Zerlequng Z =
(20, -+, 2n) mit f(z)=cp fir alle zy_1 < x < zx, so hangt die Zahl

Sz(f) = ch . (Zk — Zk—l)
k=1

nicht von der Zerlequng Z ab, d.h., fir jede andere Zerlequng Z', fir die f auf
dem Inneren der Zerlegungsintervalle konstant ist, gilt Sz (f) = Sz(f).

Beweis. Ist Z’' eine andere Zerlegung, so dass f auf dem Innern der Zer-
legungsintervalle konstant ist, so existiert eine gemeinsame Verfeinerung von
Z und Z'. Es reicht also zu schen, dass Sz(f) = Sz/(f) gilt, wenn 2’
durch Hinzunahme eines Punktes zu Z entsteht. Sei dazu z € [z;_1, 2] und
Z' = (20, s Zk—1,2, 2k, -, 2n). In diesem Fall ist

ek (2 — 2k—-1) = ez — 2) + (2 — 2K—1),

und daher Sz(f) = Sz/(f). Die Behauptung folgt nun durch Induktion nach
der Zahl der hinzugenommenen Punkte. |

Sei f : [a,b] — R eine Treppenfunktion und Z = (zo,...,2,) eine Zer-
legung mit f(x) = ¢ fir alle z € |zx_1, 2zx[. Wir definieren das Integral von f

durch ) .
/ f::ch-(zk—zk,l).
a k=1

Das ist dadurch gerechtfertig, dass wir uns gerade davon iiberzeugt haben, dass
die rechte Seite Sz(f) nicht von der Zerlegung Z abhéngt.

Fir a = b setzen wir faaf = 0; ferner fbaf = —f(ff. Die Zahl «
heifit die untere Grenze des Integrals, die Zahl b die obere Grenze. Eine weitere
Schreibweise fiir das Integral ist

/abf(x) dz = /ab F(t)dt.

Satz VI.1.6. Das Integral von Treppenfunktionen hat folgende FEigenschaften:
(I1) Intervalladditivitit: Fir a <b<c und f €T gilt

/:f=/:f+/bcf.

(I2) Monotonie: Sind f,g € T® mit f < g, so ist f;f < f;g.
mearitat: Fur alle A\, p € R und alle Treppenfunktionen f,g € 1t
(I3) Linearitit: Fiir alle A\, € R und alle T’ funkti f,g €T’ gil

/abAfﬂLug:/\/abfﬂLu/abg.
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(I4) Normierung: Ist f auf [a,b] konstant gleich c, so ist fff =c-(b—a).

Beweis. (I1) Ist Z eine Zerlegung des Intervalls [a, c], die den Punkt b enthélt,
so folgt (I1) direkt aus der Definition des Integrals.

(I12), (I3) Zuerst wéhlen wir eine gemeinsame Zerlegung Z fir f und g.
Es gelte f(x) = ¢, und g(z) = dy, fiir = € Jzk_1, k|-

Ist f < g, soist ¢ < dj fiir alle k& und daher f: f < f; g. Andererseits
haben wir (Af + ug)(z) = Acp, + pdy, fiir alle « € |z,_1, 2, [. Hieraus folgt (I3).
(14) ist klar. u

Definition VI.1.7. (a) Ist f : [a,b] — R eine beschriankte Funktion, so
definieren wir das Oberintegral

/*abf :=inf{/ab¢:fsw, et

und das Unterintegral

/abf:sup{/abso:soéf, soETfi}-

*

Um die Endlichkeit dieser Werte einzusehen, beachten wir, dass aus der
Beschranktheit von f die Existenz von m,M € R mit m < f < M folgt.
Insbesondere existieren ,7 € T? mit ¢ < f < . Fiir solche Paare gilt

ff o < f; ¢» wegen (I2). Insbesondere sind [ *ab f und f*z f reelle Zahlen mit

b b
[r<]1
(b) Eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R heit Riemann-integrabel

(Riemann-integrierbar), wenn
b b
[r=[1
" a a

gilt, d.h., wenn zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢, € T° mit ¢ < f < und
ff o — ffl/] < ¢ existieren. In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral

von f durch )
IREIRSIX,

Die Menge der Riemann-integrablen Funktionen auf [a,b] bezeichnen wir mit
RY. Wir bemerken, dass T? C R trivialerweise gilt. Fiir f € R definieren wir

fbaf::_f;f' u
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Beispiel: Ein wichtiges Beispiel, das die Subtilitat des Integrierbarkeitsbegrift
zeigt, ist die Dirichlet-Funktion:

‘ 1 firzeQnlo0,1]

Da jedes offene Intervall reeller Zahlen eine rationale Zahl enthalt, gelten fiir
jedes Paar von Treppenfunktionen ¢, mit ¢ < f <1 die Beziehungen ¢ <0
und 1 < @ bis auf hochstens endlich viele Punkte. Mit 0 < f < 1 ergibt sich

damit
1 1
/ f=0<1= / f
0 0
Insbesondere ist f nicht Riemann-integrabel. |

Satz VI.1.8. Das Riemann-Integral hat folgende Eigenschaften:
(I1) Intervalladditivitit: Fir a <b < c ist f € R; genau dann, wenn f |4z €
RY und flip,e) € R gelten. In diesem Fall ist

/acf:/aber/bcf-

(I2) Monotonie: Sind f,g € R® mit f <g, so ist f;f < f;g.
(I3) Linearitit: Fiir \,u € R und f,g € R ist \f + ug € R% mit

/abAerug:A/aberu/abg-

(I4) Normierung: Ist f auf [a,b] konstant gleich ¢, so ist fff =c-(b—a).
Beweis. (I1) Wir zeigen, dass f € RS &quivalent ist zu ﬂ[a’b] € R’ und

Ap. € Rf- In diesem Fall ist [Lf= f; f+1r
Zwischenbehauptung: Das Oberintegral ist intervalladditiv, d.h., fiir jede
beschrankte Funktion f:[a,c] — R gilt

>I<c >kb >kc
IRRIREIR:
Fiir ¢ € T¢ mit f <o gilt [T = [T+ [T > [*Pf + [*f, also auch

]acfzzbf+/*bcf.
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Seien nun vy € TP und 1y € T zwei Treppenfunktionen mit v; > f][ a,b] und
Py > f][b J- Aus diesen beiden erhéalt man eine neue Treppenfunktion durch

_ fi(x), falls x € a,b]
(@) = {1/}2(90), falls x € [b, ¢].

Diese neue Treppenfunktion ist Element von 7%, und es gilt ¢ > f. Nun ist

f;lﬁl + [y o= [ > [T°f, also auch

b e e
[+ r=]r
a b a
denn fiir zwei nach unten beschrinkte Mengen A, B C R ist inf(A + B) =

inf(A) +inf(B). Damit ist die Intervalladditivitat des Oberintegrals gezeigt. Die
analoge Aussage fiir Unterintegrale erhilt man genauso und durch Zusammenset-

zen
P c P b P c b c c
[o=[s+[a=[s+[s=]1
a a b >I<a *b >ka
Ist f€ RS, soist [°f = [.°f und wir erhalten wegen f*abf > f*Zf und
[ f > [.,f zwischen den inneren Summanden die Gleichheit [ *ab f= f*Z f und
[ f= [, Dies bedeutet f|4 € R} und f|p,q € R§. Ferner gilt dann die

Intervalladditivitat.
Sind andererseits f |, 4 € R% und [y € RY, so gilt

e P b P c b c c
o= foo =L fo= )
a a b ' a ’ b 9 a
und folglich f € RS . Auch in diesem Fall erhalten wir die gewiinschte Gleichheit.

Damit ist (I1) bewiesen.
(I2) Monotonie: Seien f,g € R2 und f < g auf [a,b]. Dann ist

/abf:/*abf:inf{/abwiféw, peTt)
Sinf{/abw:géw, weTf}:/*abg:/abg

{/abw‘ff’/’vweTf}Q{/abw:géw,weTj}.

(I3) Linearitéit: Seien f,g € R und ¢ und ¢ zwei Treppenfunktionen mit
f<pund g <. Dannist f+g < ¢+, also

/zbf+g§/abso+¢=/abso+/ab¢-

wegen



126 VI. Integralrechnung 8. Mai 2006

Daher gilt nach Ubergang zum Infimum auf der rechten Seite auch

b b b b b
/f+g§/f+/g=/f+/g~
Hierbei verwenden wir die Ungleichung
inf(A + B) = inf(A) + inf(B)

fiir nichtleere Teilmengen A, B C R. Ferner erhélt man analog

/abfir/Cng:/abH/abgé/abfirgé/*abfirg-

Diese zwei Ungleichungsketten zeigen, dass iiberall Gleichheit gilt; insbesondere
folgt f*abf +g= f*Zf +g,dh. f+ g€ R? und die Additivitit des Integrals.

Wir zeigen noch Af € RY und ['Af = A[°f. Fir A = 0 ist die
Behauptung trivial. Sei zunéichst A > 0. Dann gilt fiir jede Funktion f € RC:

/Zbkf=k/zbf=A/abf=/abAf;

folglich ist Af € R, und A [7 f = [PAf. Ist A <0, also A = —|A|, und f < ¢,
so ist Af > \y. Es folgt

/:Afzk/:bsz/abfzk/:f

*

und analog f*ab)\f = )\f*Zf = )\f;f, also Af € R® und )\fff = f:)\f.
(I4) ist klar (vgl. Satz VI.1.6). u

Bemerkung VI.1.9. Es gilt f; f =0 fiir alle Funktionen
f:la,a]l ={a} = R,
denn fiir alle Treppenfunktionen ¢ € T ist faa v =0. [ ]

Satz VI.1.10. Stetige Funktionen und monotone Funktionen f:[a,b] — R sind
Riemann-integrabel.

Beweis. (a) Ist f : [a,b] — R stetig, so ist f nach Satz IV.1.12 beschrankt.
Nach Folgerung VI.1.4 existieren zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢, € T?
mit ¢ < f < ¢ und Y —p = = . Dann ist aber fabfgb—go:f;ﬁ = % =e,
und somit f € RY.
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(b) Sei f : [a,b] — R monoton wachsend. Wegen f(z) € [f(a), f(b)] fiir
x € [a,b] ist f beschrénkt. Sei 0.B.d.A. f(a) # f(b) (sonst ist f konstant und
die Behauptung trivial). Wir wéhlen eine Zerlegung Z = (zo,21,...,2,) von
[a,b] mit zp — 21 < m fir kK = 1,2,...,n. Nun definieren wir zwei
Treppenfunktionen ¢ und v € T° durch p(x) := f(zx) bzw. ¥(x) := f(2k41)
fir z € [zk,2k+1[, K = 0,1,...,n — 1 und ¢(b) = ¥(b) = f(b). Dann ist
offensichtlich ¢ < f <, und wir erhalten

Y=
-y (f(zrt1) = f(2k)) (241 — 20)
k=0
= Ve 2B =
= iy V) = fGna) - fn) = flena) o+ f(1) = S (20)
g
= o= U ® — f(a)

und damit ist f Riemann-integrabel. Fiir monoton fallendes f geht man zu —f
{iber und beachtet, dass R® ein Vektorraum ist. |

Aufgabe VI.1. Fir x € R definiren wir z; := max(z,0) und z_ = 24 —
x > 0. Dann gilt fiir alle z,y € R mit z <y die Beziehung

ry <yy und y_<uz_. |
Lemma VI.1.11. Fir f,g € R% sind die Funktionen

[ =max(f,0), f-:=max(-f,0), max(f,g), min(f,g) und [f]

integrabel.

Beweis. Esist f_=f. —f, [f|=f++ /-, max(f.g) = 5(f +9) + 5[/ — gl
sowie min(f,g) = 5(f +9) — 3|f — g|. Wegen Satz VI.1.8 reicht es aus, die
Integrabilitat von fy zu zeigen.

Dazu seien zwei Treppenfunktionen ¢, € TP gegeben, fiir die ¢ < f <9
und f; Y — ¢ < e gilt. Dann gelten auch ¢ < fi <, und

b b
/¢+—¢+§/ Y —p <&,

da vy —pr <tYp—paus vy —=19_ < p_ =p; —p folgt (Aufgabe VI.1).m
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Satz VI.1.12. (Dreiecksungleichung) Fiir a < b und f € R gilt

y S/ab\f!-

Beweis. Aus Lemma VI.1.11 erhalten wir |f| € R2. Weiter ist —|f] < f < |f],
also wegen der Monotonie des Integrals — ff If] < ff f < ff |f|. Hieraus folgt

< 2151, =

Lemma VI.1.13. Fiir f,g € R® ist auch f-g € RY.

Beweis. Wegen f-g = 1(f+9)?—1/?— 19 haben wir wegen (I3) nur f2 € R}
zu zeigen. Wegen |f| € R (Lemma VI.1.11) und f? = |f|? diirfen wir sogar
f > 0 annehmen.

Sei € >0 und M := supf([a b]). Dann existieren ¢, € T? mit 0 < ¢ <

f <4 <M und f (Y —p) < . In der Tat finden wir zuniichst @g,vo € TP
mit ¢ < f <1y und fa Yo —goo) < 557 - Dann setzen wir ¢ := max(0, ¢g) und

¥ = min(f, 1) und erhalten ¢y < ¢ < f < < .
Damit sind p?,4? € TP, ¢? < f2 <2 und

/w _ —/ (b + )6 — ) < /aszw o) <M =c

§2M

Also ist f? € RY. n

| MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG |

Satz VI.1.14. (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei f : [a,b] — R stetig
und g € R% sowie g > 0. Dann existiert ein & € [a,b] mit

/abf-ng(f)-/abg-

b
| =19 0-a
fir ein & € [a,b].

Beweis. Sei m = min f([a,b]) und M = max f([a,b]). Wegen g > 0 ist dann

mg < fg < Mg, also mf:g < f; fg < Mf;g. Beachte hierbei, dass f;fg
wegen Lemma VI.1.13 existiert. Wenden wir jetzt den Zwischenwertsatz auf die
stetige Funktion F(z) := f(z) [, bg an. Da F die beiden Werte m fabg und

M f ¢ annimmt, existiert ein 5 € [a,b] mit f(¢ f g= f fg. n

Fir g =1 folgt insbesondere
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V1.2. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Dieser Satz wird zeigen, dass Ableiten und Integrieren zueinander inverse Oper-
ationen sind. In diesem Abschnitt sei D ein Intervall, das mehr als einen Punkt
enthalt.

Definition VI.2.1. Eine Funktion F': D — R heifit eine Stammfunktion von
f:D — R, wenn F differenzierbar ist und F’ = f gilt. [ ]

Beachte: Sind F; und F5 Stammfunktionen von f,soist (F1—Fy) = f—f =0,
also ist F; — F5 konstant (vgl. Folgerung V.2.3).

| HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG |

Satz VI1.2.2. Ist a € D und f : D — R eine stetige Funktion, so ist die

Funktion N
F::z:r—>/ f

eine Stammgfunktion von f auf D. Ist umgekehrt F eine Stammfunktion von f
auf D, so gilt fir alle x € D:

/ " f = Fa) - Fa) = [F.

Beweis. Fir z,x + h € D ist nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
(Satz VI.1.14)

T . T x+h T z+h
F( +h})b F():%</a f_/a f>:%/m f = f(z+0,h)

fur ein 6, € [0,1]. Folglich ist

. F(zx+h)—F(z)
lim Y = f(x).

h—0

Daher ist F' eine Stammfunktion zu f. Ist F eine weitere Stammfunktion zu
f,soist F' — F konstant, also

F(a:)—F(a):F(x)—F(a):/mf. u

Bemerkung: Alternativ kann man den Hauptsatz auch direkt, also ohne den
Mittelwertsatz beweisen. Sei dazu x € D und € > 0. Dann existiert zunachst
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ein 6 >0, sodass |f(x) — f(y)| <e fur |z —y| <0 gilt. Fir |h| < § ergibt sich
damit

- o 2 z+h T z+h
F( +h})l F( )_f(x):%</a f_/a f)+f(g;):%/m (f(t)—f(x))dt,

und daher

F(x+h) — F(x) 1 [oth 1 B
) —r@|< g [ 10— f@lde< e =
Damit haben wir
F h) — F
gezeigt. [ ]

Der wesentliche Vorteil des Hauptsatzes ist, dass er uns ein Mittel in die
Hand gibt, um Integrale wirklich auszurechnen, indem wir eine Stammfunktion
bestimmen. In der Regel ist das technisch einfacher als direkt zu integrieren.

Bemerkung VI.2.3.  (Unbestimmte Integrale) Sei D C R ein Intervall mit
mindestens zwei Punkten. Auf der Menge C(D) der stetigen Funktionen D — R
definieren wir eine Aquivalenzrelation durch

F~G: << F -G ist konstant.

Wir schreiben [F] := {G:G ~ F} fiir die Aquivalenzklasse der Funktion F', d.h.
fiir die Menge der Funktionen der Gestalt F'+ ¢, c € R.

Ist F differenzierbar, so sind alle zu F' &quivalenten Funktionen G dif-
ferenzierbar mit F' = G’.

Ist umgekehrt f: D — R stetig und F' eine Stammfunktion von f, so
definieren wir das unbestimmte Integral

/f(a:) do = [F] = {F + c:c € R}.

Ein unbestimmtes Integral ist also eine Menge von Funktionen und keine Funk-
tion. Die Bezeichnung wird dadurch gerechtfertigt, dass

F(b) - F(a) = [F] = / f(z) da

fir alle a,b € D gilt (Satz VI.2.2) und nicht von der Wahl des speziellen
Représentanten F' in der Aquivalenzklasse [F] abhéngt. n
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Beispiel VI.2.4. (a) Fiir eine Polynomfunktion f:R — R,z — >, ay - 2"
ist .
Ak k+1
F(z) =
@ =3

eine Stammfunktion.
(b) Fiir f =exp ist F' = exp eine Stammfunktion.
(c) Sei —1 #a € R. Fir f:]0,00[ = R, 2+ z% ist F(x) = ajll eine

Stammfunktion. Ist @ = —1 und f :]0,00] = R, z — 1, soist F(z) = logz
eine Stammfunktion. Speziell ist fiir alle = > 1:
1
/ ;dtzlogx—loglzlogx. [ ]
1

Jede Regel der Differentialrechnung zieht eine Regel der Integralrechnung
nach sich. Aus der Kettenregel wird so die Transformationsformel:

| TRANSFORMATIONSFORMEL / SUBSTITUTIONSREGEL |

Satz VI.2.5. Ist f: D — R eine stetige Funktion und ¢ : [a,b] — D stetig
differenzierbar, so ist (f o ) -’ Riemann-integrabel und es gilt

/ e - / (j) f(u)du.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass die stetige Funktion (fo¢)¢’ nach Lemma
VI.1.13 auf [a,b] integrabel ist. Wir betrachten die Funktionen

F:D—R, F(z)= f(u) du und G:la,b] = R, G(t) = F(p(t)).
¢(a)
Nach dem Hauptsatz ist F' differenzierbar mit F’ = f und nach der Kettenregel
ist G differenzierbar mit G'(t) = F'(¢(t))¢'(t) = f(p(t))¢'(t), d.h., G ist eine
Stammfunktion von (f o ¢)y’. Folglich ist

b w(b)
b/ﬂﬂﬂd@ﬁzG@—GWZFw@%ﬁmmﬁZ/uf@ﬂw m
a e(a
Beispiel VI.2.6. Gesucht ist fiir y > 0 das Integral foy V1 +x dr. Zuerst
stellen wir fest, dass der Integrand stetig ist und das Integral daher definiert
ist. Wir setzen ¢(x ) V1+x,dh z = ¢(x)? — 1. Nach der Kettenregel gilt
1

¢'(z) = 3 viet ch(x) Somit konnen wir rechnen:

y
/ zvV1+x dx
0

- / (p(2)* = 1) p(z) dz = / (p(@)? = 1) p(x) - 20()¢' () da

~—_——
=1
e(y) Ity 5 3 .VIFy
:/ (u2—1)2u2du:2/ u4—u2du:2[u——u—)
©(0) 1 5 31
2 5 2 s 2 2
1 2 — (1 2 —— 4 .
=14y —o+y)? - +3
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Indem man den Kalkiil der unbestimmten Integrale verwendet, lassen sich
Stammfunktionen oft direkt bestimmen. Fiir das obige Beispiel geht man hier
wie folgt vor.

Gesucht ist das unbestimmte Integral [ x+/1+ = da auf D =]0, 00. Mit

u=+vV1+uz, r=u?—1

erhalten wir

dx
— =2
du Y

und daher haben wir im Sinne unbestimmter Integrale

/x\/H——:Cd:c—/(u —1)u% du

= /(u2 —1)2u? du = [%UB — §u3] = [2(V1+ r)® — 2(V1+ x)3]
Wir erkennen nun, dass durch

auf |0, 00[ eine Stammfunktion von f(x) = xv/1+ = gegeben ist und kénnen
jedes Integral leicht durch Einsetzen der Grenzen berechnen:

e
[N
—~
(28] \]
wIN
~—

—2(1+y)> -

/y:l:\/1+:)3 dr=F(y) — F(0) = 2(1+y)
0

Man beachte, dass die Rechnungen in beiden Fallen sinngemafl die gleichen
waren, aber dass man auf der Ebene der unbestimmten Integrale mit den for-
malen Regeln

d d
do = ﬁdu bzw. du= d—“dg;
die der Substitutionsregel entsprechen, leichter rechnen kann. [ ]

Anwendungen der Transformationsformel: Es gelten

b b+c
o / flt+co)dt = f(z) dx (setze p(t) =t+c)
a+c

. c/ Fet)d / F(x) dz (setze () = ct)
. /at” i) d / f(x) dx (setze @(t) = t"). m
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Lemma VI.2.7. Ist f: [a,b] — f([a,b]) streng monoton und differenzierbar,
so existiert auf f([a,b]) die inverse Funktion f=1: f([a,b]) — [a,b], und es gilt:

/f+/f:j) F(b) —a- f(a).

Beachte, dass f und f~! beide stetig und monoton sind, also auf [a, b] bzw. auf
f([a,b]) integrierbar.

Beweis. Wir setzen

/f+/f(j) o f@)+a fa)

Dann ist nach der Kettenregel

g(@) = fl@) + 7 (f @) f'(@) =1 fla) -z f'(2)
=fl@)+a2f () - f(z) —zf'(z) =0.
Daher ist g konstant, also g(b) = g(a) = 0. u

| PARTIELLE INTEGRATION |

Satz VI.2.8. Sind f,g:[a,b] — R stetig differenzierbar, so gilt

b b b
/ (g (&)t = [f 9] — / £ (Dg(t) dt

Beweis. Die Funktion h := f-g¢ ist Stammfunktion von f-¢'+ f’-¢g. Also gilt
b b
[ g+ 80 =h) ~ a) = [ ] .

Beispiel VI.2.9. (a) Fiir g(z) = x erhélt man f f=1f } f f(x) zdx.
Speziell ergibt sich fiir f = log auf D =]0, ool:

b b
/log:c dx = [a:~log:c]Z—/ log'(z) - x dx

b
= [a:~log:v]Z—/ 2 dr = [a%logx]i— (b—a)
= [x-logx—x]z,

d.h. x — xlogx — x ist eine Stammfunktion des Logarithmus.
Mit unbestimmten Integralen berechnet man dies wie folgt:

/logx dx = [zlog x| — /log'(x)a: dzx = [z log x| —/ldx = [zlogx — z].
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Man beachte, dass man hierbei mit Klassen von Funktionen rechnet.
(b) Sei
v dt
Am(m):/ ———, meN.
o (

14 ¢2)m’
Dann ist

t * T2t -m
A (z) = | —— Tt

(@) [a+ﬂmL+A @5 2y

x T 1421
S ) S

A+a0)m m/o (1 +2)mt

X

Hieraus ergibt sich eine Rekursionsformel zur Berechnung dieser Integrale:

2m —1 x
Am = A PRI
wobei s g
Ai(z) = /o a+o = arctan(x) — arctan(0) = arctan(z)
ist (vgl. Bemerkung V.4.16(5)). u

VI1.3. Integrale und Funktionenfolgen

Beispiel VI.3.1. Wir betrachten wieder die Funktionenfolge

n’z, 0<z< %
fo [01] 2R, fule) = 2n-n?e, L<a<?
0, T > %
Wir wollen diese Funktionen integrieren.
1 1 2 9L
" " TN 212 21 %
/fn:/ nza:da:—k/ nz(%—x)dx:nz[—] +n? [-1(2 —2)%]:
0 0 1 2 ] "
—’rz2i+n2L =1 firalleneN
- 2n? 2n2 .

Andererseits ist lim, o fn(z) = 0 fir alle z € [0,1] (vgl. Beispiel IV.2.2). Im

allgemeinen gilt also
/lim fn # lim /fn =
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| VERTAUSCHEN VON GRENZUBERCANG UND INTEGRAL |

Satz VI.3.2. Konvergiert die Funktionenfolge (fn)nen, fn : |a,b] — R gleich-
mapig gegen f :[a,b] — R und sind alle Folgenglieder f, integrabel, so ist auch
f integrabel und

b b
/f: lim [ fn.

Beweis. Sei € > 0 und

[ = fllap) = suPa<azs [ ful@) = f(2)] <

fiir n > N. (gleichméBige Konvergenz). Da f,, integrabel ist, existieren v, ¢, €
TP mit ¢, < f, <1, und f; Yn — n < €. Dann ist auch

n—e<fn—e<f< fate<ynte
Weiter gilt

b b
/(1/)n+5)—(90n—6)=26(b—a)+/(@Dn—gon)§25(b—a)+5.

Da € > 0 beliebig war, ist daher f € R%. Aus || f, — fllja,p) < € folgt weiter mit

Satz VI.1.12:
b b
/ f_/ fn

Hieraus schliefSen wir lim,,_, .o f: fn = f: f. n

b
< [ 1= pl<=-a)

| VERTAUSCHEN VON GRENZUBERGCANG UND ABLEITUNG |

Satz VI.3.3. Sei D C R ein Intervall und f,: D — R, n € N, eine Folge
stetig differenzierbarer Funktionen.

(1) Fir einen Punkt p € D sei die Folge (fn (p))neN konvergent und
(2) die Folge (f])nen sei gleichmdfig konvergent.

Dann konvergiert die Folge (fn)nen punktweise gegen eine stetig differenzierbare
Funktion f:D — R, und es gilt

f=(1lm f,) = lim f.

Beweis. Fiir z € D gilt erhalten wir aus dem Hauptsatz f,(z) = f.(p) +
fpw fh(t) dt. Also existiert

n—oo n—oo

f@) = Jm o)+ i [0 de= g+ [ (500 de

nach Satz VI.3.2. Daher existiert f := lim, . f, punktweise. Da lim, . f
nach Satz IV.2.12 stetig ist, ist f nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung differenzierbar mit Ableitung f' = lim,, o f/ . [ ]
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Bemerkung VI1.3.4. (a) Die Funktionenfolge (f,)nen aus dem vorigen Satz
konvergiert auf jedem Intervall der Gestalt [a,b] C D gleichmafig, denn fiir jedes
x € [a,b] gilt

£(2) = fal)
< \f(p)—fn<p>1+!/:f’—f,;\ < 1) — Fu @) + 5=l - I = il
< |f(p) = fulp)| + max(|b — p|, |a —p|) - I f" = frllp-
(b) Die Voraussetzung des Satzes sind nicht iiberflssig, donn die Folge f, (x) :=

~sin(nz) konvergiert auf D = R gleichmaBig gegen 0, aber die Folge f; (v) =
cos(nz) der Ableitungen nicht. Es ist also

(lim f,) =0# lim f,. =

Ableitung und Integration von Potenzreihen

Ist Y07 jan(x —p)™ eine reelle Potenzreihe, so heifit die Reihe

n+1

S neane -l bow, 30 @R
n=0

— n+1
ihre formale Ableitung bzw. ihr formales Integral.

Satz VI1.3.5. (a) Die formale Ableitung und das formale Integral einer Potenz-
rethe haben den gleichen Konvergenzradius R wie sie selbst.
(b) Ist

f(z) = Z ap(x —p)*  fir |z —p| <R,
k=0

soist f:]p—R,p+ R[ — R differenzierbar mit

Fl@)=> k-ax(x—p)*
k=0

ferner ist
- ag(r — p)kH
F(x):= A
(@) kz_o k+ 1

auf |p— R,p+ R|[ eine Stammfunktion von f.

Beweis. Nach der Formel von Hadamard ist
1

R=— .
lim o0 ¥/ |an|
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Fiir x # p haben wir

S an@ =) =@ =p) Y (e =) = = p) Y anralo—p)"

n=-—1

Also haben die Reihen "7 ja,(z —p)™ und Y > ant+1(z —p)™ den gleichen
Konvergenzradius und die Hadamardsche Formel liefert

1 1 1

B mn—>c>o n\/ |an+1| N mn—>oo n\/ |an—‘,—2| a a mn—>oo n\/ |an+k‘

fur all k¥ € N. Da wir aus Lemma I11.4.10 die Grenzwerte

lim {/n=1= lim ¥n+1

n—oo n—oo

kennen, erhalten wir

lim oo /1 - |an| = lm /0 -lim, oo V/]an| = L =lim oo 1 [ )
Aus obigen Voriiberlegungen schliefen wir nun, dass die formale Ableitung und
das formales Integral beide den Konvergenzradius R besitzen.

Ist 7 < R, so konvergiert die Reihe Y ;- ax(x — p)* gleichmaBig fiir
|z — p| <r (Satz IV.2.17). Nach Satz VI.3.2 gilt also fiir |z — p| < R:

/wf(t)dt:/wZak(t_p)kdt:Z/mak(t_mkdt
p P k=0 k=0"P

k+1

= ag(z—p)htt
=L @

Damit ist das formale Integral I’ eine Stammfunktion von f auf |p—R,p+ R][.
Ist g(z) :=> o yn-an(x—p)"~! die Funktion auf |p— R,p+ R [, die wir durch
die Konvergenz der formalen Ableitung der Potenzreihe von f erhalten, so folgt
wie oben, dass f eine Stammfunktion von ¢ ist, d.h. f' =g. |

Folgerung: Wird die Funktion f auf dem Intervall |p — R,p + R[ durch eine
konvergente Potenzreihe dargestellt, so ist sie dort beliebig oft differenzierbar. m

Bemerkung VI.3.6. (1) Fir |z] <1 gilt

1
arctan’(x) = 2= Z(—l)” -z,
n=0

Nach Satz VI.3.5 erhalten wir fiir |z| < 1 die Reihenentwicklung der Arcustan-
gensfunktion

Td & (),
¢ — => ntl,
arctan(x) /0 T o+ 1%

n=0
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Nach dem Leibnizkriterium ist die Reihe ) ° % konvergent. Mit dem

Abelschen Grenzwertsatz kann man sogar zeigen, dass

= (=1)" 1 1 1
%:arctan(l):ilnllarctan(w):;;n_gl:1—§+3—?i---
(2) Fiir |z| <1 ist

log/ (14 2) = —-— = 3 (1)
0 x) = = —1)"z™.
& 1+=x o

Analog zu (1) folgt fir |z| < 1:

0 —1)" . o -1 n+1 .
log(l—l—x)zz (n—i—)lx + :Z%x .
n=0 n=1

Insbesondere erhalten wir mit dem Leibnizkriterium und dem Abelschen Grenz-
wertsatz die Beziehung

= (=ptt 111

n=1
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VII. Taylorreihen

In diesem Kapitel werden wir eine Methode kennenlernen, die es erlaubt, dif-
ferenzierbare Funktionen lokal durch Polynome zu approximieren. Im gleichen
Sinne wie die Differenzierbarkeit einer Funktion es erlaubt, sie lokal durch eine
affine Funktion anzundhern, werden wir sehen, dass die n-malige Differenzier-
barkeit die lokale Approximierbarkeit durch Polynome n-ten Grades liefert. Die
Methoden dieses Abschnitts sind eine zentrale Grundlage fiir viele Anwendungen
der Analysis, insbesondere in der Physik, da sie es erlauben, mit Naherungen zu
rechnen, wenn die exakten Formeln zu kompliziert werden.

In diesem Abschnitt steht D immer fiir ein Intervall in R, das mindestens
zwei Punkte enthalt.

VII.1. Taylorentwicklung

Um die Grundidee der Taylorentwicklung zu verstehen, betrachten wir zunéchst
eine Polynomfunktion f(z) = >";_,ar(z—p)* auf R. Durch m-faches Ableiten
erhalten wir

@) = ak-k(k—1) (k=2 (k—m+1)- (z—p)™
k=0

& k
— . _ kfm.
g ak (m)m (r —p)
Insbesondere ist f"(p) = a,, - m!. Daher ist

= f¥(p)
!

(z —p)*.

(1.1) fz) =

k=0

Diese Formel zeigt insbesondere, dass jedes Polynom vom Grade < n eindeutig
durch seine Ableitungen bis zur Ordnung n im Punkte p bestimmt ist.

Beachte: Dass wir das Polynom f direkt in der Gestalt f(z) =Y, _, ax(z—p)*
geschrieben haben, stellt keine Einschréinkung der Allgemeinheit dar. Denn ist
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zunichst f(z) = ,_,bpz”, so erhalten wir

- s, o [k . .
1@ =3 nla -0 =303 (-
k=0 k=0

— jio (;:O b (’;) pk_j> (x —p)?.

Jedes Polynom in x lasst sich also auch als Polynom in x — p schreiben. [ ]

In diesem Abschnitt werden wir uns mit dem Problem beschéftigen, zu
einer n-mal differenzierbaren Funktion f : D — R ein Polynom vom Grade n
zu finden, das sich in einem Punkt p € D moglichst gut an f anschmiegt. Die
Formel (1.1) zeigt uns, wie wir das zu tun haben.

Definition VII.1.1. Sei f: D — R eine n-mal differenzierbare Funktion
und p € D. Dann heifit

Ty (N)(t) =

k=0

das n-te Taylorpolynom wvon f bei p. Ist f in einer Umgebung von p beliebig oft
differenzierbar, so heif3t die Potenzreihe

> flk]
1)) =3 TP

k=0

die Taylorreihe von f bei p. [ ]

Bemerkung VII.1.2. Das n-te Taylorpolynom TZ?( f) ist das eindeutig
bestimmte Polynom vom Grad < n mit

Tr (M) = fM(p) fir k=0,...,n.
Dies bedeutet, dass die Ableitungen bis zur Ordnung n des Restgliedes
o= f(x) =T (f)(x = p)
in p verschwinden. Fiir n =1 ist
T, (@) = fp) + (@ —p) - '(p)
insbesondere diejenige affine Funktion, die sich in p am besten an f in dem

Sinne anschmiegt, dass sie in p den gleichen Wert und die gleichen Ableitungen
bis zur Ordnung n besitzt. ]
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Definition VIL.1.3.  r,(z) := f(x) — T(f)(z — p) heifit das n-te Restglied

von f bei p. Beachte, dass fiir £ =0,...,n die Beziehung ri (p) =0 gilt. |

| SATZ VON TAYLOR—TAYLORFORMEL |

Satz VII.1.4. Seien n € Ny und f eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion f: D — R sowie p,x € D. Dann gilt

fl@) =T (f)(x—p)+ra(x) mit ry(x)= %/x(g: — )" f[n+1](t) dt.

Beweis. Es ist nur die Integraldarstellung des Restglieds r,(x) zu beweisen.
Zuniichst ist " (p) = 0 fiir k=0,...,n, und wegen (T;?)[mrl] =0 ist vt =
f [n+1]  'Wir berechnen das Integral durch partielle Integration:

/x(x — ) () gt = /w(x — el () gt
- [(m — )" - rlnl (t)]; + /x n(z — )" P (1) dt.

Ist n >0, s0ist (z —x)" =0 und r,{;n}(p) =0, also

/ (= )"t (1) dt = n / (z — )"~ L) (1) dt.
P p
Induktiv erhalten wir:
/ (x—t)" - rPH () at = n!/ r(t) dt = nl(ry(z) — ro(p)) = nlry(z). =
P P
Bemerkung VII.1.5. Fiir n =0 liefert der Taylorsche Satz VII.1.4
f0) = 1)+ [ 1
p

was wir schon aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung kennen.
]

Die einfachste Darstellung des Restglieds ist die folgende. Sie ist fiir viele
Abschatzungen sehr wichtig.
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| RESTGLIEDDARSTELLUNG NACH LAGRANGE |

Satz VII.1.6. Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen aus VII.1.4 ex-
istiert ein € zwischen x und p mit

x — p)ntt
((n f)l)' f[n+1](£)

ro(x) =

Beweis. Sei zunichst p < x. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
VI.1.14 existiert ein £ € [p, x] mit

i) =y [ @ o= [ e

"l
>0

n—+1

_ pln+1] . (ilf—p)

Fir z < p ist (t — )™ > 0 und somit der Mittelwertsatz der Integralrechnung
auch anwendbar. ]

Beachte: Das Lagrange-Restglied hat dieselbe Gestalt wie alle anderen Glieder
des Taylorpolynoms, nur dass f[*1 nicht an p sondern in ¢ ausgewertet wird.

Bemerkung VII.1.7. Unter den Voraussetzungen von Satz VII.1.4 folgt
direkt aus Satz VIL.1.6 wegen der Stetigkeit von f(**1 in p:

ro(z)  fIrT(p)
wop (@ —p) . ()

Die Abbildung

- TSZLH, falls  # p
Y(z) = f[n-l—l] (p)
CESNE falls . = p

fl@) =Ty (f) (@ —p) + (z = p)" (x).

Beachte, dass dies fiir n = 1 analog zur Definition der Differenzierbarkeit ist
(vgl. Lemma V.1.5). u

Der folgende Satz ist eine Verschéirfung der Restglieddarstellung von La-
grange, denn hier wird f[»+1 nicht als stetig vorausgesetzt und 6, liegt im
offenen Intervall ]0,1][.
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Satz VII.1.8. (Verschirfte Restglieddarstellung von Lagrange) Die Funktion f
sei im Intervall [p, p+ x| mindestens (n+ 1)-mal differenzierbar. Dann existiert
ein 0, € 10,1 mit

f[n—i—l] (p + 0, - CL‘) xn-i-l

fp+2) = T (1)) + T 2,

Beweis. Wir wenden den allgemeinen Mittelwertsatz (Satz V.3.1) mit

r(x) = f(x+p) =Ty (f)(x) und g(z)=az"""
an. Wir erhalten hiermit induktiv
r(x) r'(01x) B " (01021)
gt (n+1)(61z)"  (n+ 1)n(01022)"?

r (0 0y ax) P (p+ 6, - 2)
(n+1)! N (n+1)!

mit@wzzel---QnHe]O,l[. [ |

Beispiel VII.1.9. Die Taylorentwicklung kann man insbesondere zur effizien-
ten Berechnung von Grenzwerten verwenden. Wir diskutieren hierzu ein Beispiel.
Gesucht sei lim,_.g 1*;%

Setze f(z):=1—cosz. Dann ist f(0) =0 = f'(0) und f”(0) =cos0=1.
Es folgt f(z) = 1 — cosz = 32? + 23 - ¢(x) mit einer stetigen Funktion
(Folgerung VII.1.7). Also ist

i &)

r—0 :L‘Q

1 ) 1 1
—§+i1£%):1:¢(:1;)—§+0~w(0)—§ n

Das Konvergenzverhalten von Taylorreihen ist in der Regel sehr schlecht.
Ist f in einer Umgebung von p beliebig oft differenzierbar, so muf} die Taylorreihe

k

> rlkl
T Ne—p =3 W
k=0

p)

trotzdem nicht konvergieren. Und wenn sie konvergiert, so muf§ sie nicht gegen
f(z) konvergieren! Man betrachte hierzu die Taylorreihe 75°(f) der Funktion
f € C*°(R) aus Bemerkung V.2.10. In diesem Fall verschwindet die Taylorreihe,
aber trotzdem ist f(z) > 0 fiir alle x > 0. Der folgende Satz von Borel zeigt
sogar, dass jede Folge als Koeffizientenfolge einer Taylorreihe auftreten kann.

Satz von Borel: Fir jede Folge reeller Zahlen (an)nen existiert eine
Funktion f € C*®(R) mit f"(0) = nla, fir alle n € N. [

Fiir den Beweis verweisen wir auf Satz 4.5 in Th. Brocker’s ,, Analysis 1.
Der folgende Satz zeigt wenigstens, dass Funktionen, die durch konvergente
Potenzreihen dargestellt werden, mit ihrer Taylorreihe iibereinstimmen.
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Satz VII.1.10. Ist f in einer Umgebung von p durch eine konvergente Potenz-
rethe dargestellt, so stimmt diese mit der Taylorreihe von f in p dberein.

Beweis. Ist f(z) =Y o, ax(z —p)* fiir |z —p| <r, so ist gemiB Satz VI.3.5:
i) = ak k- (k=1)---(k—n+1)-(z—p)* ",
k=n

also f"(p) = nla, und somit a,, = —f“:!(p), -

Satz VII.1.11. Sei f auf D beliebig oft differenzierbar und M > 0 mit
sup,ep |f"(x)) < M fir alle n€N.

Dann gilt

flx) =T°(f)(z —p)
fur alle x € D, d.h., f wird durch seine Taylorreihe dargestellt.
Beweis. Mit Satz VII.1.6 erhalten wir

@ —p™tt lz — p|™t!
(z)| = ZTPLyen <y TP,
(@)l = "0 Ol = CES
da ele=Pl =57 L]z — p|™ konvergiert. Also gilt
f(x) = lim T(f)(z —p) =T,°(f)(x —p). m

Beispiel VII.1.12. (1) Fir f(x) = cos(z) gilt
() = cosz, fUntU(z) =sinz

und
gy = —cosz  und  fUTl(z) = —sina.

Die Voraussetzungen von Satz VII.1.11 sind also erfiillt, und wir haben fiir alle
r e R:

S s 0)  _ § sy 5 1

o cos n cos n "

cosx = T5°(cos)(z) = = T;ﬂ = 2,
n=0 ) n=0 ) n=0

(2) Analog deutet man die Reihenentwicklung der Sinusfunktion:

0o ( 1)n

np=3 A e

SINT = (2n+1)'$ . ]
n=0

Satz VII.1.13. (Die binomische Reihe) Fir |z| <1 und o € R gilt

(1+2)° :i (z)xk mit (Z) - O‘(a_l)"l'd(o‘_kﬂ).

k=0
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Beweis. Fir aj := (z)xk ist ag11 = ‘,z—:_'fxak. Wegen ‘%—;’f:ﬁ‘ — |z| < 1 folgt

die Konvergenz der Reihe aus dem Quotientenkriterium. Wir setzen f(z) :=
oo (¥)zF fir [z| < 1. Dann ist f gliedweise differenzierbar (Satz VI.3.5),

also gilt

:a g(a;)xug(zj)xk)
—a 1+I§((a;1>+(g:i))xk>
= a 1+I§(Z)xk>:a-f( ).

Wir erhalten (1 +z) - f'(z) = a- f(z). Weiter ist f(0) =1 = (1 +0)*. Fir
f(=z)

9(x) := G3o= silt daher g(0) =1 und

f'@)(1+2)* — a(l + ) f(x)

/
0) =
g( ) (1 _|_x)2a
_af@+2) —af@)(1+2)*
B (1+x)2e o
Die differenzierbare Funktion g ist also auf dem Intervall D =]—1, 1] konstant 1.
Daher gilt f(x) = (14 z)* fir || < 1. u

Beachte: Ist o € Ny, so ist (1 4+ 2)® ein Polynom. Die Reihe bricht nach dem
(o +1)-ten Glied ab, da () =0 fiir k > « gilt. Spezialfille sind:

° 1 = a:_lzoo -1 x":oo 2" =1—z+a> -2+ ...
T (1+ ) ;O(n> 7;)( 1) 1—x+ +

1 —2_OO -2 xn:OO —1)*(n "
e T D (Y S DENTED

1 1 , 13 5 1-3-5
— T — —————=x
27 247 "2.4.6° 2.4-6-8

eI
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denn
1N Loy (L_p n— 3Y(n_5)...3.1.1
<2):2 (z -1 n!(z +1):(_1)n—1( 5)( an) 2°2°3
_ (_1)71_12%(271—3)(27;!— 5)---3-1

(2n—3)(2n—5)---3-1
(2n)(2n —2)(2n—4)---2

= (-1

Man erhalt aus der obigen Diskussion eine brauchbare Naherungsformel fiir
die Wurzelfunktion:

Vi+r~1+ g fur ,, kleine® x.

Insbesondere in der Speziellen Relativitatstheorie werden oft Naherungen

des Typs
2\ 3 1 v?
1 —> O
( c? * 2 c2

verwendet.

Beispiel VII.1.14. Fiir die Funktion arcsin : [-1,1] — [~F, 7] erhalten wir
fir |z| < 1:

arcsin’ (z) = \/ﬁ —(1—a?) % = f: (—n%) (—1)ran — i (n; %)xQn'

n=0 n=0

Wegen arcsin(0) = 0 erhalten wir aus Satz VI.3.2 damit die Entwicklung

arcsinx = i "o % ;x%“
n 2n +1 '

n=0
Und wegen
n—3\ 1 :(n—%)(n—%)H'% 1 (2n-1)(2n-3)---3-1
n J2n+1 nn—1)---2-1 2n+1 (2n+1)2n)(2n—-2)---4-2
ist
. 1 4 1-3 & 1-3-5 -
arcsimnx = x + x° + x° + + - [ |

2.3 2.4-5 2.4.6-70
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VII.2. Rechnen mit Taylorreihen

Fiir eine Funktion f: D — R mit 0 € D, die im Nullpunkt mindestens n-mal
differenzierbar ist, setzen wir T (f) := T§(f) (das n-te Taylorpolynom in 0).
Ist f beliebig oft differenzierbar, so setzen wir T'(f) := T5°(f).

| DIE ALLGEMEINE PRODUKTREGEL/LEIBNIZFORMEL |

Satz VII.2.1. Sind f und g beide n-mal differenzierbare Funktionen auf D C

R, so gilt
n n -
oof =3 (1) .o
k=0

Beweis. Ubung. [ ]

Satz VII.2.2. Sind f und g im Nullpunkt mindestens n-mal differenzierbar,
so gelten

(1) T"(f+9)=T"(f) +T"(g) und
(2) T"(f - 9) =T (T"(f) - T"(g))-
Beweis. (1) Dies folgt sofort aus (f+g¢)*(0) = f*(0)+g¢*1(0) fiir 0 <k < n.
(2) Es gilt

" (f)(x) T"(g)(x)
:Zf[k xkig 7

k=0 1=0
2n
f Ql](o) k+1
B Z ! I T Z
k+Ii<n m=n-+1
N——

Terme hoherer Ordnung

S (EEree) e 5
—

Terme hoherer Ordnung

Mit der allgemeinen Produktregel (Satz VII.2.1) erhalten wir also

I T ) @) = Y

m=0

(f -l (0) - 2™ =T"(f - g) (). m

Anschaulich bedeutet Teil (2) des vorigen Satzes, dass man das Taylor-
polynom von f - g erhélt, indem man die Taylorpolynome 7" (f) und T7"(g)
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multipliziert und anschlielend alle Terme der Ordnung > n + 1 weglasst: Fiir

T3 (£)(@) = Yo /M ()2 und T3(g)(2) = X5_o g™ (p)2"

Beispiel VII.2.3. (a) Gesucht ist die Taylorreihe von

log(1 + z)
—_—
1+

in p=0. Fiir |z| <1 haben wir schon gesehen, dass

log(1 + x) Z und

oo
Z * (geometrische Reihe)
k=1 k=0

gilt, wobei die Reihen absolut konvergieren. Wegen Satz VII.2.1 und der abso-
luten Konvergenz der Reihen, diirfen wir die Taylorreihe des Produktes mit der
Cauchy-Produktformel berechnen und erhalten daher

n

o x ktl >
1 gl :—‘; g <¥ 1 (_l)n—k> - 7;)(_1)n+1 <Z %) e

k=0

(b) Hat die Funktion f(x) := (1 + z — cosz) ein Extremum am Nullpunkt?
Hierzu berechnen wir das Taylorpolynom zweiter Ordnung von f.

Fir g(z) = 1+ — cosz ist To(g)(z) = 1+ 2 — Y 1oy ((2]3, 2?* | also

T3 (g)(x) = o+ %2 Ferner ist T (h)(z) = z fiir h(z) = x. Durch Zusammenset-
zen erhalt man

T3 (f)(x) =T (g - h)(w) = T (T5(g) - Tg (b)) (z) = a7,

da (x + x—;)x = 22 + 732—3 Man erkennt also, dass f(0) = 0 = f/(0) und
f"(0) =2 > 0 ist, so dass f im Nullpunkt ein isoliertes Minimum besitzt. |

Beispiel VII.2.4. (Methode der unbestimmten Koeffizienten) Geniigt eine
Funktion f einer Gleichung oder einer Differentialgleichung (dies ist eine Glei-
chung, in der auch Ableitungen von f vorkommen), so kann man f als Potenzrei-
he >°° ;a,z™ ansetzen und bestimmt hieraus die Koeffizienten a,, , soweit dies
moglich ist. Danach bestimmt man den Konvergenzbereich der so erhaltenen
Potenzreihe.

(a) Gesucht ist die Taylorentwicklung des Tangens im Nullpunkt. Wir
haben die Differentialgleichung tan’ = 1 + tan?; ferner wissen wir tan(0) = 0.
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Wir machen nun den Ansatz f(z) =Y .~ a,z™ mit f(0) =0 und f' =1+ f2.
Aus f(0) = 0 erhalten wir ag = 0. Durch gliedweises Ableiten erhalten wir
weiter

f/( . S n—1 __ - 1 n
x)—Zn-an-m —Z(n—i— Yant1x™.
n=1 n=0

Die rechte Seite der Differentialgleichung f’ = 1 + f2 liefert

L+ f(x)> =1+ Z <Zak . an_k> .
n=0 \k=0

Falls f der Differentialgleichung geniigt, miissen diese beiden Reihen iiberein-
stimmen, weswegen wir einen Koeffizientenvergleich fiir die a,, anstellen konnen.
Wir erhalten fir n = 0 die Beziechung a; = 1+ a3 = 1 und ferner eine
Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten mit hoherem Index:

—1
15 .
Gpi1 = 1 ;—1 ar * Qpn_p furn > 1.

Die sechs ersten Koeffizienten errechnen sich mit Hilfe dieser Rekursionsgleichung
zZu

1 1 9 1
ap=0, ar=1, as= 5(&0&1 +ajag) =0, az= g(aoaz +ai + azap) = 3

2
Ay = 0, as = —(a1a3 + agal) = —.
b 15

Wir stellen nun zwei Behauptungen auf.
(1) Es gilt ag, =0 fiir alle n € N.

Dies zeigt man durch Induktion: Wir wissen schon, dass ap = 0 ist. Fir

n > 0 ist
2n

1
Ao2n4+2 = E ag - A2n+1—k-
k_

2n+ 2

Ist in dieser Summe der Index k£ ungerade, so ist 2n+1—k gerade und umgekehrt.
Damit ist die ganze Summe 0, da nach der Induktionsannahme as; = 0 fiir alle
k=0,...,n—1 gilt.

(2) Fir alle n € N gilt 0 < a, <1.

Aus der Rekursionsformel folgt sofort 0 < a, fiir alle n; speziell ist
0<ap<1.Istnun 0 <ar <1 fir k=0,...,n, so folgt auch

1 n—1 1 n—1 n
= — e < 1= <1.
An+1 n+1];)akan k_n—i—lI;) TL—|—1_

Damit ist insbesondere auch lim ,,_, o ¥/ |an| < 1 und somit der Konvergenzradius
der Reihe > 1. Wir erhalten also eine Funktion f:]—1,1[ — R durch f(z) =
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> ore g anx™. GemiB unserer Konstruktion ist f(0) =0 und f/ =1+ f? >
(Satz VI.3.2). Damit ist f streng monoton wachsend, also f : ] — 1,1]
f(]=1,1]) umkehrbar mit differenzierbarer Umkehrfunktion f~1: f(]—1,1[)
| —1,1], und es gilt

1 1 1

U&= 5wy ST @P T Tre

Wegen f~1(0) = 0 ist damit f~(z) = [ %, = arctanz und folglich f(x) =

—Jo 142 T
tanz fiir |z| < 1. Wir haben also gesehen, dass sich die Tangensfunktion auf
dem Intervall | — 1, 1] durch eine Potenzreihe

[ee)
tanx = E anx"
n=1

darstellen lasst. Die Koeffizienten erhalt man aus der obigen Rekursionsformel.
(b) Wir betrachten die Funktion

e®—1
f:R_”R’xH{ =1 falls 2 #0

1, sonst.

Fiir x # 0 ist also

-1 131l , =1 ., = "
o) = = =l T = L
n=1 n=1 n=0
und ebense f(0) = % = 1. Also ist f auf ganz R durch eien konvergente

Potenzreihe darstellbar und daher beliebig oft differenzierbar (Satz VI.3.2).
Fiir alle z € R ist f(z) # 0, und folglich ist

, sonst

=L fallsxz #0
Q(IL’)::—:{f—l 7

eine beliebig oft differenzierbare Funktion. Wir setzen nun fiir die Funktion g
wie oben eine Potenzreihe an:

To(g)(x) = 3 2.
n=0

Die Koeffizienten 3, = g[™(0) heien Bernoulli-Zahlen.
Die Gleichung g(z) f(z) = 1 liefert g(x)(e*—1) = z, also Tp(g)-Tp(e*—1) =

x, das heif3t
’f@ 1 (1, n=1
k! (n—k)! |0, sonst.
k=0
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Somit ergibt sich By = ¢(0) = 1. Fir n > 2 erhélt man aus der Summe eine
Rekursionsgleichung fiir 5,,_1:

n—2 1
Bor=—(n—1)Y %m

k=0

Damit konnen wir weitere Bernoulli-Zahlen berechnen:

Bo 1 1 1 1 1 1 1 1
& 2 3 2 31 2.9 6 4 2 3 6

und 11 1 1 1 1 1
=4l = - S e
& (a 2-4V+6-2nn) (5 2*’3) 30

Fiir alle £ € N gilt Bo1+1 = 0: Hierzu betrachten wir die um (i modifizierte
Funktion g¢.

1. 1

g(.T)—f—ix—em 1+§ - et — 1
_xex—}—l_xe%(ez +e~2) xcosh(F)
2e"—1 2e3(e? —e3) 2sinh(%)

Hierbei sind die Funktionen sinh und cosh jeweils definiert durch

cosh(z) = % und  sinh(z) = S

Wir schlielen hieraus, dass g(z) + %x eine gerade Funktion ist. Also gilt
g[%*’l} (0) = Pogp+1 =0 fir alle k€ Np. ]

Bemerkung VII.2.6. Es gilt

0 22n (22n .

1
tanz = )(—1)"+1ﬁgnx2"_1 fir |x| < g

(2n)!

n=1
Die Bernoullizahlen liefern also auch die Entwicklung der Tangensfunktion (sogar
fiir [z] < 3). n

Wir wenden uns nun einer Verallgemeinerung der Kettenregel zu. Die Ket-
tenregel macht eine Aussage tiber die Ableitung einer Komposition von Funktio-
nen:

/
(gof) =(g"of)-f
Die Ableitung einer Funktion bekommt man aus ihrem Taylorpolynom erster
Ordnung. Man kann die Kettenregel wie folgt mit Taylorpolynomen schreiben:

Ty(g0f) = Ti(9) - T, (f).

Diese Regel lasst sich verallgemeinern.
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| ALLGEMEINE KETTENREGEL |

Satz VII.2.7. Gegeben seien n-mal differenzierbare Funktionen
f:D—-BCR, ¢g:B—R
und ein Punkt p € D mit f(p) = q. Dann gilt
T3 (go f) = T3 (T3 (9) o (T, (f) — 0))-

Beweis. Ersetzen wir f durch z — f(z +p) —q und g durch = — g(z + q),
so diirfen wir p = ¢ = 0 annehmen. Fiir den Spezialfall, dass g(y) = >, apy’
eine Polynomfunktion vom Grad < n ist, liefert Satz VII.2.2(2)

I (go f Zae To'( fe Za’] Ty To K)ZT(? (Zae'Tg(f)£>
=0
:To (90T0 (f)):To (To (Q)OTO (f)),

da g = T{'(g)) ist. Fiir eine allgemeine Funktion g setzen wir g := g — T{'(g).
Dann ist T{'(g) eine Polynomfunktion vom Grad < n, und wir erhalten

T3 (go f) = T5 (T5'(9) o f) + T (g 0 f) = T5' (T3 (9) 0 T5'(f)) + T5'(G 0 f)-

Wir behaupten nun, dass T{'(g o f) = 0 ist. Dies zeigen wir, indem wir durch
Induktion nach k nachweisen, dass aus AUI(0) = 0 fiir j = 0,1,...,k < n die
Beziehung T (h o f) = 0 folgt. Diese Aussage konnen wir dann auf h = g
anwenden.

(A) Fiir k=0 ist T9(ho £)(0) = h(f(0)) = h(0) = 0.

(S) k — k+1: Fir k <n haben wir
(k]

(ho f)[k+1](0) = ((ho Y0y = (W o f)- f) [k:](o)

k
Z (:L) (h/ of) [m](o) _f[k+1fm](0),

m=0
=0

denn wir konnen die Induktionsvoraussetzung auf die Funktion A’ anwenden,
deren Ableitungen bis zur Ordnung £ in 0 verschwindet. Damit ist

(ho £)*(0) = 0.

Die Induktion zeigt jetzt, dass (hOf)[k]( 0) =0 fir alle £ =0,...,n gilt, folglich
T3 (ho f) = 0. Wir haben also

Tg'(go f) =T (15 (9) o T5'(£))

gezeigt. [ ]
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Beispiel VII.2.8. Wie berechnet man die dritte Ableitung von go f? Man

schreibt T;)(9)(y) = ao + a1y + azy® + asy®, wobei a; = g[jj].!(Q) ist, und
(7]
ij’(f)(x) —q=0bix+byx® +bgz® mit b = / '(p)
]

Die gerade bewiesene Aussage entspricht dann
Ti(go f) =T5 (T3(9) o (T, (f) — )
Den Term dritter Ordnung erhilt man durch Einsetzen:

"
aibs + 2a2b1bs + agbi’ = (go];#.
Die allgemeine Formel lautet:

3

(go N () =g (@) f" (p) + 39" (@) f' (p)f" (p) + 9" (@) (f' ()" m
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VIII. Uneigentliche Integrale

In diesem Abschnitt werden wir die Integration verwenden, um die Konvergenz
von Reihen zu untersuchen. Hierbei wird sich eine interessante Analogie zwischen
unendlichen Reihen und den sogenannten uneigentlichen Integralen zeigen. Aus
dieser Korrespondenz lassen sich sehr feine Resultate iiber das Konvergenzver-
halten von Reihen gewinnen, da uns nun der Kalkiil der Differentialrechnung zur
Verfiigung steht.

Definition VIII.1. Sei a € R und b €]a,00]. Weiter sei f:[a,b] — R eine
Funktion, sodass fiir alle = € [a, b] die Einschréankung f][a’z] Riemann-integrabel
ist. Falls er existiert, heiflit der Grenzwert

/ab f(t)dt = lim / F(t) dt

xz<b

das uneigentliche Integral von f auf [a,b[. Die Integrale F(z) := fax f(t) dt heifien
Partialintegrale (analog zu den Partialsummen von Reihen). Analog definiert
man uneigentliche Integrale fir a € R U {—o0}, wenn f auf allen Intervallen
[z,b], = €]a,b] Riemann-integrabel ist. u

Bemerkung VIIL.2. Ist F: [a,b] — R stetig differenzierbar, so ist nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung F(z)—F(a) = [ F'(t)dt. Die

Existenz des uneigentlichen Integrals f;’ F'(t) dt ist also aquivalent zur Existenz
des Grenzwerts lim, ~, F'(x). u

Der folgende Satz zeigt, dass wir Reihen als eine spezielle Form von un-
eigentlichen Integralen ansehen diirfen.

Satz VIIL3. Ist Y .- ai eine Reihe, so definieren wir
fi:[0,00] =R, t—ar fir k<t<k+1.

Die Reihe Y oo, ar konvergiert genau dann, wenn das uneigentliche Integral
J.° f(t)dt eistiert. In diesem Fall sind beide Werte gleich.

Beweis. Fiir F(z):= [ f(t)dt und n <z <n+1 ist

F(:Jc):/o f(t)dt—l—/n f(t)dt:kzzoak—l—(x—n)-an.
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Insbesondere ist F(n) = Z;é ap. Existiert nun das uneigentliche Integral

fooo f(t)dt, so existiert auch
Zak = lim F(n) =/ f(t)dt.
k=0 o 0

Konvergiert andererseits die Reihe ZZOZO ag , so ist fur ausreichend grofie n € N
und x € [n,n + 1[:

oo oo oo
F(I)—Zak = (l‘—n)an—zak < lan| + Zak <e. ]
k=0 k=n k=n

Wegen obiger Bemerkung verwundert es nicht, dass sich einige Konver-
genzsatze fiir Reihen auf uneigentliche Integrale tibertragen lassen.

| SATZ UBER DIE MONOTONE KONVERGENZ |

Satz VIIL.4. Ist f >0 und f |4 € RS fir alle v € [a,b], so existiert das

unetgentliche Integral f; f(t)dt genau dann, wenn die Funktion F : |a,b] —
R,z — [T f(t)dt beschrinkt ist.

Beweis. Wir setzen s := sup F'([a,b]). Wir nehmen zuerst s < co an. Da das
Partialintegral F' monoton wichst (beachte f > 0) und fiir ein = € [a,b] die
Beziehung F(z) > s — e gilt, erhalten wir F(y) > s — ¢ fiir alle y € [z,b]. Also
ist |s — F(y)| < e fiir alle y € [z,b]. Hieraus folgt lim, ., F(x) = s.

Ist s = oo, so folgt analog lim, ., F(z) = oo, d.h., das uneigentliche
Integral f; f(t)dt existiert nicht. n

| MAJORANTENKRITERIUM |

Satz VIIL.5. Ist 0 < f < g und existiert das uneigentliche Integral f:g(t) dt,
so existiert auch f; f(t)dt.

Beweis. Dies folgt wegen [ f < [Tg< f:g aus Satz VIIL.4. n

Beispiel VIII.6. Sei a=1, b=o00 und f(z) =2~* mit o > 0. Dann ist

z 1_:81704
F(x) =/ e dt = { r = fallsa# 1
1 lOg.”L" faHS o= 1.

Fir @« < 1 ist 1 — o > 0 und folglich lim, .. 27! = oo, d.h. floo t—dt

existiert nicht. Fiir o = 1 existiert floo % ebenfalls nicht, da lim,_. ., logx = co.

Fiir o > 1 jedoch ist 1 — a < 0 und daher lim,_,.. ="' = 0. In diesem Fall
existiert das Integral, und es gilt:

/Oodt_ 1 .
, tr a—1"
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Man beachte, dass diese Rechnung viel einfacher war als diejenige, die wir
gemacht haben, um die Reihen > 7, n% auf Konvergenz zu untersuchen. Man
sieht also, dass der Kalkiil der Differential- und Integralrechnung vieles einfacher
macht. Wie man Ergebnisse iiber Reihen aus solchen fiir uneigentliche Integrale

direkt gewinnen kann, zeigt der folgende Satz:

Satz VIIL.7. Sei f:[1,00] — R eine nichtnegative monoton fallende Funktion.
Dann ist die Folge (an)nen mit

n+1
VLR RIOL

k=1

nicht negativ, monoton wachsend, und sie konvergiert mit

0 < lim a, < f(1).

n—oo

Insbesondere konvergiert das uneigentliche Integral floo f(t)dt genau dann, wenn
die Reihe > -, f(k) konvergiert.

Beweis. Da f monoton fallend ist, ist f |, fiir alle 2 > 1 integrabel
(vgl. Satz VI.1.10). Aus der Monotonie ergibt sich

k+1

ﬂk+ns/' F(6)dt < f (k).

k

Summation liefert

3

n+1 n+1
Zﬂ@é/ O d< S £k,
k=2 1

k=1

und somit ist a, == Y5, f(k) — [T f(t)dt > 0. Aus f(n+1) > ["FF F(4) dt

1 n
folgt an+1 > an, d.h., (an)nen ist monoton wachsend. Weiter ist

an <Y f(k) =) f(k) = f(1) = f(n+1) < f(1).

k=1 k=2

Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt nun, dass lim, ... a, exi-

stiert. Die Beziehung
0 < lim a, < f(1)

n—oo

folgt aus 0 < a,, < f(1) fir alle n € N, und der Rest der Behauptung direkt aus
dem Bewiesenen und Satz VIII.4. ]
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Beispiel VIIL.8. (a) Wir wenden Satz VIIL.7 auf die Funktion f:z+— z7%an
(o> 0). Dann existiert das Integral

[ roa- [

nach Beispiel VIII.6 genau dann, wenn « > 1 ist. Nach dem vorstehenden Satz
ist dies genau dann der Fall, wenn die Reihe

o0 o 1

NIOEDS T
k=1 k=1

konvergiert. Wir erhalten sogar die Abschatzung

1 dt =1 1
- _ _<§:__ < f(1)=1
= /a_k_k a1 /=1L

k=1 =

oo

das heif3t

=1 a
— +1= .
Zk a—1
Fir a > 1 schreibt man
=1
=D
k=1

Die Funktion ¢ : ]1,00[ — R heifit Riemannsche Zetafunktion. Sie spielt in der
Zahlentheorie, als Funktion im Komplexen eine zentrale Rolle.
Wegen ((a) > 7& =1 und -5 < ((a) < 225 ist

lim {(o) =1 und li_)m1 ((a) = o0.

oa— 00

(b) Fiir a = 1 erhalten wir wie im Beweis von Satz VIIL.T:

n+1
1
log(n+1)=/ %S ES +Zk<1+logn.
1 k=

Die nach Satz VIII.7 konvergente Folge

Qp 1= (i %) —logn

k=1

hat als Grenzwert die Fuler-Mascheronische Konstante

c:=lim (1+35+...4 L —logn) =05772...,

n—oo
d.h., die harmonische Reihe wachst genauso wie logn. [ ]

Wir iibertragen jetzt noch einige Konvergenzkriterien fiir Reihen auf un-
eigentliche Integrale.
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Satz VIIL.9. (Cauchykriterium) Sei F': D — R eine Funktion, b € RU{£o0},
und es gebe mindestens eine Folge (x,)nen in D, die gegen b konvergiert. Dann
existiert lim, ., F'(x) genau dann, wenn gilt:

(1) b# £oo: (Ve > 0)(36 > 0)(Vx,z € Us(b)N D) : |F(z) — F(2)| <e.

(2) b=o0: (Ve >0)(3N € N)(Vz,z € D,x,z2> N) : |F(z) — F(2)| <e.

(3) b=—o0: (Ve >0)(AN € N)(Va,z € D,x,2z< —N) : |F(z) — F(2)| < «.
Beweis. Sei zunichst b # +oo.

Wir nehmen zuerst an, dass a := lim,_,;, F'(x) existiert. Dann existiert ein
d >0 mit |F(z) —al < § und |F(2) —a| < § fiir z,z € DN Us;(b). Damit ist

F(2) - F()| < |F(e) —al + la— F(2)| < S + & =-.

DO ™M

Sei nun (1) erfiillt und (x,)nen eine Folge in D mit x,, — b. Weiter sei
e >0 und 6 > 0 geméB (1) gewdhlt. Wegen x,, — b existiert ein N5 € N
mit |z, — b < J fiir alle n > Ns. Damit ist |F(z,) — F(zn)| < e fir
alle n,m > Ns. Die Folge (F (wn))n cy ist also eine Cauchyfolge und daher
konvergent. Sei a := lim,, oo F'(z,). Ist (yn)nen eine weitere Folge in D mit
yn — b, so konvergiert auch die Folge (z,,)nen := (z1,Y1, T2, Y2, %3, Y3, . ..) gegen
b. Also ist

lim F(y,) = lim F(z,)= lim F(z,) = a.

n—oo n—oo n—oo

Der Grenzwert héngt also nicht von der gewéhlten Folge ab, d.h. lim, ., F(x) =
b.

Die Falle b = +00 behandelt man analog. [ |

Wir wollen das Cauchysche Konvergenzkriterium insbesondere auf un-
eigentliche Integrale anwenden, d.h., wir betrachten

F(x) :/mf(t)dt, x €D = [a,b.

Definition VIII.10. Das uneigentliche Integral f; f(t)dt heilt absolut kon-

vergent, wenn das Integral f; |f(t)| dt konvergiert. n
Satz VIII.11. FEin absolut konvergentes uneigentliches Integral konvergiert.

Beweis. Fir # > a sei F(z) := [ f(z)dz und G(z) := [ |f(z)|dz. Dann
gilt fir 2z < x:

re-rwl=| [ 10w < [Cola-ce - )

Die Behauptung folgt nun, indem wir das Cauchysche Konvergenzkriterium
VIIL.9 verwenden, um die Existenz des Grenzwertes lim,_,, F'(z) einzuschen. m
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Folgerung VIII.12. Sei f: [a,00[ — R eine Funktion, die von hoherer als
erster Ordnung in oo verschwindet, d.h. es existieren o > 1, ein ¢ > a und ein
K > 0, so dass fir alle t > ¢ gilt |f(t)| < tﬁa Dann konvergiert das Integral
faoo f@)dt absolut. Gilt dagegen f(t) > % fir ein K > 0 und alle t > ¢, so

divergiert das Integral.

Beweis. Ist f(t) > % fir t > ¢ > a, so wiirden wir aus der Konvergenz des
Integrals [ f(t) dt nach dem Majorantenkriterium die Konvergenz von [~ 4
folgern konnen. Folglich ist das Integral [ ° f(t)dt und damit auch [ f(t)dt
divergent.

Gilt hingegen |f(¢)] < £ fiir @ > 1 und alle ¢ > ¢, so folgt die Konver-
genz des Integrals [ |f(t)| dt aus dem Majorantenkriterium, Satz VIIL.11 und
Beispiel VIIIL.6, d.h., das Integral

/aoof(t)dtzch(t)dt+/cwf(t)dt

ist absolut konvergent. [ ]
Beispiel VIII.13. Wegen ﬁ < # fiir * > 1 konvergiert das Integral
fooo 11’12 . Wir wissen schon, dass fooo 11’;2 = limy_,oc arctant = % ist. m

Natiirlich betrachtet man auch Integrale, die an beiden Integralenden ,, un-
eigentlich“ sind. Allgemein definieren wir

[refore s o[

fir a < b < ¢, wenn es sich an den Intervallenden a,c¢ € R U {£oo} um
uneigentliche Integrale handelt.

Beispiel VIII.14. (Die Gammafunktion) Fiir jedes t > 0 konvergiert das
Integral

I(t) :== / R
0

(die Gamma-Funktion), wobei das Integral an beiden Intervallenden als un-
eigentliches Integral zu verstehen ist. Fir alle x > 0 ist zt~le™® < 2t~1 und
somit existiert das folgende uneigentliche Integral nach dem Majorantenkriterium

1 1
/ 27 le™® dz = lim e " dx,
0

—
:1:03:

denn es gilt

1 1 71 1 : 1
/ 2 Vdr=1lim | s 'ds=lim |>| = —lim~ = -
0 t], t = t t

x—0 x x—0
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Weiter gilt:

2

2. (xt—le—x)

Nach den de I’'Hospitalschen Regeln ist namlich
t+1 t
lim & = lim (t+ 1)~
r—00 € T—00 ex
i1
= lim (t+1) -t =0, fallst€]0,1]ist,da 2’ <1
— 00 ex
22
= lim (t+1)-t-(t—1) =0, fallst¢c]l1,2]ist,daz'"2<1
— 00 et

Damit existiert also ein K > 0, so dass z!~!.-e % < x—Ig fir alle x > 1 gilt, und
daher existiert das Integral [ z'~'e™® dz nach dem Majorantenkriterium.

FEigenschaften der Gammafunktion: Es gilt die Funktionalgleichung der
Gammafunktion

(Vt>1) T(t)=(t—DI(t—1).

Dies beweisen wir mittels partieller Integration:

['(t) :/ '™ dx
0

o
= lim —y'te7Y — lin%yt_le_y +/ (t—1)z'2e " da
y— 0

Yy—oo

=040+ (t— DIt —1),

t—

da y'=! — 0 wegen ¢ > 1 gilt. Fiir natiirliche Zahlen n € N erhalten wir speziell:

1) = / e ? dr = lim [—e*ﬂy =lim1—-e?=1,
0

Y—00 0 Y— 00
und fiir alle n € N folgt aus der Funktionalgleichung
I'(n+1) =nl

Dies erhdlt man durch Induktion: Fiir n = 0 haben wir I'(0+1) = 0! = 1. Beim
Induktionsschluss verwenden wir die Funktionalgleichung und rechnen I'(n+1) =
n-I'(n)=n-(n—1)!=nl. u

Beispiel VIIL.15. (Fresnelsche Integrale) Durch Anwendung des Transforma-
tionssatzes mit ¢t = ¢(u) = /u rechnet man

2
o v 1 [* sinu 1 [*sinu
. 2 T . 2 T L _ 1L
/0 sin(t°) dt = wh_}rlgo i sin(t°) dt = mh_)ngo 2 ) e du xh_}rxgo 2/0 NG du
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du

(mittels 3 =P "(u) - du). Wir fragen nach der Konvergenz dieses Integrals.
Hierzu rufen wir uns zunachst in Erinnerung, dass fiir alle £ € N und alle u
zwischen 2km und (2k + 1)m der Wert sin(u) > 0 ist; zwischen (2k 4 1) und
(2k + 2)7 ist sin(u) < 0. Weiter ist

CEE2)7 giny (k+1)m sin(u + )
— du = — ——du
2k+1)r VU 2k vu+m

CE+D™  in g CE+D™ in 4
= / du < / du.
2km VU + 2km \/a

Analog erhélt man

/(%H)7r sinu kT Sinu
du < —/ du.
2k Vu (2k—1)r VU

Somit ist die Folge a,, := f (n+1)m 51““ du nichtnegativ, monoton fallend,

| 1</(“+U”d“< !
ap| >
N

Nach dem Leibnizkriterium existiert daher

und es gilt

Sei nun F(z):= [ #5% dy. Fiir nm < < (n+ 1)7 ist dann

0 Vu
z .
sin u
/ du| <
nwm \/ﬂ

und somit existiert das uneigentliche Integral

* sinu
lim F(x :/ du
T—00 () 0o Vu

nach dem Cauchykriterium VIIL.9. Es sei bemerkt, dass der urspriingliche Inte-
grand t — sin(¢t?) fiir t — oo nicht gegen Null konvergiert. Wir haben sogar

/ sin(u?) du = / 2t - sin(t?) dt
0 0

(iiber die Transformationsformel mit ¢(t) = t* und ¢/(t)dt = 2tdt), und der
Integrand ist in diesem Fall sogar unbeschrankt. |

|F(z) — F(mr)| =
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Beispiel VIII.16. Wir betrachten das folgende uneigentliche Integral:

Looat z

s
A L
0 \/1—t2 0 2

Hierzu verwendet man die Transformationsformel mit ¢(t) = arcsint, also

, 1

fir 0 <t <1 (Bemerkung V.4.17). Daher folgt

x
= lim [ ¢'(t)dt = lim arcsinz = g ]

Voo
0 \/1_[4/2 r—1 0 r—1



