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10. Ubung

Gruppeniibung

G 28 Jacobi-Matrix
Gegeben seien die Funktionen g : R? — R2 und h : R? — R? mit g(x,v, 2) := (2?2 +y>+2, vyz)
bzw. h(u,v) := (e”,e"). Bestimme die Jacobi-Matrizen Jg, J; und Jpoq.

G 29 Bilineare Funktionen
Eine bilineare Funktion ist eine Abbildung

f: ExXF — G,
so dass fiir jedes (fest gewé#hlte) x aus F und y aus F' die partiellen Abbildungen
flx,): F =G

und

lineare Abbildungen sind.
Es sei g : R™ x R™ — R eine bilineare Funktion.

1. Zeige, dass die Ableitung von 8 im Punkt (z,y) durch 3'(z,y)(v,w) = B(z,w)+ B(v,y)
gegeben ist.

2. Beweise, dass 3’ : R" x R" — L(R" x R™ R) eine lineare Abbildung ist.

3. Ist 3 stetig differenzierbar?

G 30 Differenzierbarkeit und Richtunsableitungen
Zeige, dass alle Richtungsableitungen der Funktion f : R? — R mit f(0) = 0 und

f@y) =2%y/(@* + 4% (x,y) # (0,0)

im (0,0) existieren aber die Funktion f trotzdem nicht differenzierbar in diesem Punkt ist.
Wo liegt das Problem?

G 31 Ableitung
Sei U C R" offen und sei
f:U— LR",R™).

Was heifdt, f sei an der Stelle xg € U differenzierbar? Man gebe die Definition der Ableitung
an.

Hausiibung

H 28 Kettenregel in Koordinaten (3 Punkte)
Es seien g : R™ — R™ und f : R” — R! differenzierbare Funktionen.



H?29

H 30

1. Beschreiben sie die Kettenregel D(f o g)(z) = Df(g(x)) o Dg(x) in den kanonischen
Koordinaten, d.h. durch die Jacobimatrizen (gﬂ{; )i,; und (ag; )ij-

2. Es seien g : R? — R3 bzw. f : R? — R durch g(z1,22) = (z1 — 22,21 + 22, 2172) und
f(z1, 20, 23) = 23 + 23 — 23 gegeben.
Wie lautet nach (1) die Formel fiir die Ableitung D(f o g)7 Berechne die Richtungs-
ableitungen von f o g an der Stelle (1,1) in die Richtungen (3,0) und (5, 5).

Die Richtungsableitung der Exponentialfunktion (2 Punkte)
Wir betrachten den Banachraum
V =L([R",R"),

wobei wir lineare Abbildungen A mit der zugehorigen Matrix beziiglich der kanonischen
Basis identifizieren. Die Matrixexponentialfunktion exp : V' — V ist durch

1
exp(A) = Z EAI“
k=0

gegeben. Berechne die Richtungsableitung der Matrixexponentialabbildung in Richtung A
am Punkt 0 (d.h. bei der Nullabbildung).

Hinweis: Dies geschieht analog zum Beweis fiir die reelle Exponentialfunktion.

Homogene Funktionen (4 Punkte)
Eine Funktion auf dem k-dimensionalen reellen Vektorraum

o:LF - L
heifit homogen vom Grad n genau dann, wenn fiir alle o, z; € R gilt

O(axy,...,az,) =" - (x1,...,x).

Sei (x,y, z) — u(z,y, z) eine zwei mal differenzierbare Funktion, die homogen vom Grad n
ist. Beweise, dass

(xg + 9 + zg)2u =n(n—1u
Ox y@y 0z N ’

Hinweise:
- Jede homogene Funktion erfiillt die Gleichheit

ou ou ou
T+ Y + 25— =nu.

Ox oy 0z

2
o) 0 0 N 0 0 le) 0 0 0
: (xa—w +y —i—z&) = (x% +yd —i—z&) (:cﬁ +y2 +z$).
. m% + y% + z% ist die Richtungsableitung von u in Richtung von (z,y, 2).



