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Analysis II fiir M, HLM, Ph

5. Ubung

Gruppeniibung
G 13 Norm und Topologie

a) Zeige, daf fiir alle x € R” gilt ||z]|c < ||z]l2 < V/nl||z||c . Folgere daraus, da§ U C R™
offen ist beziiglich || |2 genau dann, wenn U offen ist beziiglich || ||cc-

b) Da alle Normen auf R™ dquivalent sind, kann jede Norm durch k-||||; beschrinkt werden
fiir ein geeignetes k € R* \ {0}. Bestimme ein solches k.

Hinweis: Verwende die Standardbasis von R™.

G 14 Rand, Abschluss, Innneres
Wir betrachten R". Das innere A einer Menge A ist die Menge aller Punkte p € A fiir die
es eine offene e-Kugel Uc(p) gibt, welche ganz in O liegt (d.h. A ist die Vereinigung aller
offenen Teilmengen von A). Der Rand OA von A ist die Menge A \ A.

1. Skizziere fiir die folgenden Teilmengen des R? jeweils das Innere /i, den Abschluss A
sowie den Rand 0A:

(a) A="U1(0)

( ) (_172] X [173)

(c) A={(z,0)]z#0}

(d) A={(z,0)]z€Q}

() A=0Q?

2. Beweise die folgenden Inklusionen:
(a) AcACA
(b) ANOA=0
(c) AUGA=A

G 15 Integrierbarkeit
Gebe ein Beispiel von zwei Riemann-integrierbaren Funktionen f und g derart, dass fog
nicht Riemann-integrierbar ist.

Hausiibung
H 13 Minkowskische Ungleichung (2 Punkte)

Zeige: . .
(Z (ak +bk)2>1/2 < <Z )

1/2

<Zb2>1/2'

Hinweis: Verwende die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.



H14

H15

Franzosische Eisenbahnmetrik (3 Punkte)

Definition: Sei X eine beliebige Menge. Eine Abbildung d: X x X — R heifit Metrik, wenn
fiir beliebige Elemente x,y und z von X die folgenden axiomatischen Bedingungen erfiillt
sind:

1. d(z,z) = 0 (identische Punkte haben Abstand 0),

2. d(z,y) = 0 = z = y (nichtidentische Punkte haben nicht Abstand 0),
3. d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie),

4. d(z,y) <d(z,z) + d(z,y) (Dreiecksungleichung).

Aufgabe: Betrachte R? zusammen mit folgender, oft als franzisische Fisenbahnmetrik, be-
zeichneten Metrik

. |x —y| falls z = Ay fiir ein A >0
dsnor (@, y) = { |z| 4+ |y| sonst.
e Zeige, dass dgycF tatséchlich eine Metrik ist.
e Erklire die Namensgebung? Wo liegt Paris?
o Skizziere Ug (z) fir « # 0. Welche beiden Félle sind dabei zu unterscheiden?
Kompaktheit im R" (4 Punkte)

Zeige: Eine Teilmenge A C R" ist genau dann kompakt, wenn jede Folge (ay,)nen mit Fol-
gengliedern a,, € A eine in A konvergente Teilfolge besitzt.



