Kapitel 4

Das Haar-Mals lokalkompakter
Gruppen

In diesem Kapitel wenden wir uns den lokalkompakten Gruppen zu. Von nun an werden
alle betrachteten Gruppen das Hausdorff-Axiom erfiillen! Zur Erinnerung: Ein
topologischer Raum heifit lokalkompakt, wenn jeder Punkt eine kompakte Umgebung
besitzt.

Wir schauen uns den Raum der stetigen beschréankten Funktionen G — R an und suchen
in dessen Dualraum ein linkstranslationsinvariantes, positives, nicht-degeneriertes Maf bzw.
Integral .

Zunachst setzen wir etwas Notation fest. Sei GG eine topologische Gruppe. Dann ist
C(G):=C(G,R) :={f: G = R f ist stetig } <R die Menge der stetigen Funktionen
auf G. Wir identifizieren C(G,R) als Untervektorraum des Raums R aller Funktionen.
Wir verwenden R(®) als Bezeichnung fiir den Raum der Funktionen mit endlichem Triiger,
B(G) = B(G,R) ist der Raum der beschrénkten, stetigen Funktionen und schlieflich ist
C.(G) = C.(G,R) der Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Tréiger (diese sind
automatisch beschrankt, warum?).

Entsprechung bezeichnen wir mit X (G) (fir X € {C,B,C.}) die nicht-negativen
Funktionen des jeweiligen Raumes X (G).

Definition 4.1. Sei ¢ € RY eine reellwertige Abbildung und sei g € G. Dann ist ¢ (z) :=
¢(gz) das Linkstranslat von ¢ um g. O

Dies definiert iibrigens eine Linkswirkung der Gruppe G auf dem Raum R%. Wir kommen
nun zu dem Objekt, welches uns im Rest des Kapitels beschéftigen wird.

Definition 4.2. Sei G eine lokalkompakte Gruppe. Ein Maf p heifst Haar-Maf auf G,
falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(i) p ist linksinvariant, d.h. u(gA) = p(A) fir alle Teilmengen A C G.
(ii) pu(K) < oo fiir alle kompakten Mengen K C G.
(iii) p ist innenregulér, d.h. fiir alle messbaren Mengen A gilt:

u(A) = inf{u(U) | A C U,U offen} O
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Kapitel 4 Das Haar-Mafs lokalkompakter Gruppen

Alternativ kann man auch Aufenregularitdt von p fordern, d.h. fiir messbares A gilt
w(A) =sup{p(K) | K C U, K kompakt}.

An dieser Stelle sei an die Veranstaltung Maf- und Integrationstheorie beziiglich der
Kopplung von Mafen und Integralen erinnert. Hat man ein Maf p gegeben, so erhélt mittels
der Integrationstheorie ein Integral [, f(z)du(z) auf dem Funktionenraum. Umgekehrt,
gegeben ein Integral |, o *dA, so erhilt man ein Maf p auf den Borelmengen von G via u(A) :=
Joxa(z)d\(z) = [, 1dA(x), wobei x 4 die charakteristische Funktion einer messbaren Menge
A ist. Es sei allerdings darauf hingewiesen, dass in dieser Aussage weit mehr Tiefgang steckt:
Ist die Menge A nicht abgeschloffen, so ist x4 nicht stetig. Ist weiter A nicht kompakt,
dann hat y 4 natiirlich auch keinen kompakten Trager.

Ubersetzt man also Definition in die Sprache der Integrale, dann sind wir auf der
Suche nach einer linearen Funktion A : C.(G) — R, welches linksinvariant und positiv ist,
d.h. fiir welches gilt:

(1) Apg) = M) fiir alle p € C.(G) und alle g € G.
(i) Falls p € CHG), so gilt A(p) > 0.
(iii) Es existiert ein ¢ € CF(G) mit A\(¢) > 0.

Der Konsistenz halber werden wir vorerst uns der Sichtweise der Integrale anschliefien.

4.1 Existenz des Haar-Integrals

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Konstruktion des Haar-Integrals (und damit
auch eines Haar-Mafes wie oben beschrieben) auf der Menge der stetigen Funktionen mit
kompaktem Trager auf einer gegebenen lokalkompakten Gruppe. Wie wir sehen werden, ist
diese Konstruktion a priori abhéngig von der Wahl einer Funktion der Menge C.(G), wir
werden aber zeigen, dass sie a posterior: unabhéangig von dieser Wahl ist.

Auch sei darauf hingewiesen, dass wir hier den Satz von Tychonoff, also das Auswahlaxiom,
benutzen werden. Es gibt jedoch eine Konstruktion des Haar-Integrals, welche nicht vom
Auswahlaxiom abhéngt.

Definition 4.3. Sei G eine Gruppe und seien ¢, ) € R¢. Wir bezeichnen mit Bi die Menge
aller Folgen (b,) € R™_ fiir die eine Folge (a;) € GV existiert mit der Eigenschaft

P <> b,

Man beachte, dass in der Folge b, nur endlich viele Elemente ungleich 0 sind, wahrend in
der Folge a; unendlich viele Elemente ungleich 0 zugelassen sind.
Weiter definieren wir fiir ¢, € R den Ausdruck

(¢ :4) :=1inf{) by | (bx) € B} O

keN
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4.1 Existenz des Haar-Integrals

Beispiel 4.4. (i) (sin: cos) = 1.
(i) (X2  Xo,17) = 2-

(iii) (ex . X[O,l]) = OQ.

A priori verhélt sich die Zahl (¢ : ¢) also beliebig wild. Man stelle sich beispielsweise
die reelle Exponenzialfunktion gegeniiber der charakteristischen Funktion des Einheitsin-
tervall vor, die e-Funktion lasst nicht gegen endliche Vielfache und/oder Translate einer
charakteristischen Funktion einer kompakten Menge abschétzen.

Allerdings werden wir gleich sehen, dass der Wert von (¢ : ¢)) immer eine nicht-negative
reelle Zahl ist, wenn ¢ und v positive stetige Funktionen mit kompaktem Tréger sind (e”
hat natiirlich keinen kompakten Tréger). Unter Benutzung dessen wird sich herausstellen,
dass fiir geeignetes 1 und geeignetes, fest gewéhltes ) die Funktion

(:n)
(¢177)'CC(G)—>R

ein Kandidat fiir ein Haar-Integral auf G ist.

Lemma 4.5. Sei G lokalkompakt und seien g,h € G, ¢,v € C.(G). Dann gilt (p : ) =

(@g : ¥n)-
Weiter gilt (r : s¢) = (@ 1 ).

Beweis. Da B], =B’ gilt (warum?), folgt sofort
(p:1p) = inf{z b | (br) € B} = iﬂf{z bi | (br) € B} = (g : Un)-
keN keN
Die zweite Behauptung folgt aus der Aquivaleny der Ungleichungen ry < > b, und
<> gbk3¢ak' O
Wie angekiindigt, zeigen wir nun die Endlichkeit von (¢ : ).

Proposition 4.6. Sei G topologische Gruppe und seien ¢, € CF(G) mit ¢ # 0. Dann
gilt 0 < (¢ : ) < 00.

Beweis. Da ¢ und v jeweils positive Funktionen sind, sind die reellen Zahlen s :=
SUp,cq w(g) und t := sup,c 1(g) beide nicht-negativ. Da die Menge

Vi={geGlulg) >3}

nicht leer und offen in G ist, existieren Elemente aq,...,a, € G, so dass der kompakte
Triger supp(¢) von ¢ in | Ja; 'V enthalten ist. Fiir g € supp(y) finden wir ein k mit der
Eigenschaft ¢(g) <t < Zi(arg). Also folgt die Ungleichung ¢ < >~ 24, . Demnach ist By
nicht leer und (¢ : ¢) endlich.

Sei by, € Bi. Dann gilt fiir jedes g € G die Ungleichung

p(9) <Y bitblag) <D bis,
und es folgt 0 < £ < (¢ :4). O
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Kapitel 4 Das Haar-Mafs lokalkompakter Gruppen

Korollar 4.7. Sei G topologische Gruppe und p,v € CH(G) mit v # 0. Mit t :=
SUpyeq ©(9) und s := supyeq Y(g) gilt

» | =+

< (p:1).
Insbesondere gilt: (0:1) =0 und (¢ : ) = 1.
Die Abbildung (- : -) hat aber noch weitere schone Eigenschaften.
Lemma 4.8. Sei G topologische Gruppe und seien p, 1, m € C.(Q).
(i) Ist ¥ # 0, s0 gilt (p+7: %) < (0 :9) + (7 : ).
(ii) Sind ¥, 0, 50 gilt (1) < (92 V) : 7).
Beweis. Ubung. ]
Dies erlaubt uns nun weitere Konstruktionen auf dem Weg zum Haar-Integral.

Definition 4.9. Sei G topologische Gruppe und wihle 0 # n € CF(G). Fiir ¢,1 € CHG)

mit ¢ # 0 definiere p(p, ) := % und weiter

py: CH(G) =R

]

(
o= plp,¥) = :
:%) (n:v)

Wir fassen nun einige bereits gezeigte Resultate zusammen. Da p, auf dem Raum
CF(G) jeweils nicht-negativ ist und gleichzeitig nach Lemma (ii) die Ungleichung
(p ) < (p:m)(n: ) gilt, folgt die Abschétzung

0 < plp, ) < (¢ :n).

Also kdnnen wir uns die Abbildung py als ein Element des Produkts [[ cc+ ([0, (¢ : )]
vorstellen. Letzteres Produkt ist kompakt nach dem Satz von Tychonoff (Achtung: Hier
benutzen wir das Auswahlaxiom!), was wir im Folgenden wesentlich benutzen werden. Die
Abbildungen p,, sind per Konstruktion invariant und homogen, aber nicht notwendigerweise
additiv. Diesem Problem wenden wir uns nun zu.

Definition 4.10. Sei G eine topologische Gruppe und sei U € 4(1) eine offene Umgebung
der Eins. Definiere die Menge

Py :={0# py € CS(G) | supp(v) € V},

d.h. Py besteht aus den nichttrivialen stetigen Funktionen mit kompakten Tréger, so dass
ihr Trager in der Eins-Umgebung V' enthalten ist. ]

30



4.1 Existenz des Haar-Integrals

Lemma 4.11. Sei G eine Hausdorffsche lokalkompakte topologische Gruppe. Dann ist der
Schnitt

(WP |V eu)

nicht leer.
Beweis. Per Definition erhalten wir Py C Py N Py. Daher ist {Py | V € 4(1)} eine
Filterbasis, welche per Konstruktion aus abgeschlossenen Mengen besteht. Da zuséatzlich der

umgebende Raum ] ¢+ ([0, (¢ : )] kompakt ist, ist ihr Schnitt nicht leer (vgl. Vorlesung
Topologie). O

Mit der folgenden Aussage ndhern wir uns dem Haar-Integral an.

Lemma 4.12. Sei A € {py | v € CH(G) \ {0}}. Dann ist X invariant, homogen und sub-
additiv, d.h. fir jedes g € G, alle r > 0 und alle o, 7 € CH(G) gilt

AMp) = AMey), Alre) =1Ap), Mo +m) < Ap) + A7)

Beweis. Fiir jedes ¢ € Cf(G) betrachten wir die Auswertungsabbildung evaly: [ oot () [0: (¢ :
n)] — R, welche A auf A\(¢) abbildet. Per Konstruktion ist eval, nichts Anderes als die
Projektion aus die ¢-Komponente, und daher stetig bezueglich der Produkttopologie auf
[Toccr ()00, (#: n)]. Wir erhalten also stetige Abbildungen

ar A= M) = Meg),  B: A= Are) —1mA(9), 7: A= AMe+7) = Ap) — A(m).

Mit Hilfe von Lemmafolgt nun, dass a({py | ¥ € CHG) \ {0}}) C {0} und B({py |
e CHG)\ {0}}) C {0}, woraus mit Hilfe der Stetigkeit von a und § folgt, dass diese
Inklusion auch fiir den Abschluss gilt.

Die letzte Aussage folgt wieder aus der Stetigkeit von v und der Inklusion v({py | ¥ €

CHG)\{0}}) C (—o0,0] (vgl. Lemma [4.8] (i) O

Lediglich die Addivitdt wird vermisst. Hier brauchen wir obige Aussage iiber den Schnitt
der Mengen Py .

Proposition 4.13. Sei A € N{Py | V € &(1)}. Dann ist \ invariant, homogen, additiv
und positiv definit.

Beweis. Positive Definitheit folgt direkt aus Lemmaund Stetigkeit von py,.

Nach Lemma miissen wir noch zeigen, dass jedes A € (J{Py | V € U(1)} additiv
ist. Seien hierzu ¢, 7 € CF(G). Waihle eine stetige Funktion ¢: G — R mit kompaktem
Tréger, so dass &(supp(¢) Usupp(n)) = {1} (warum ist dies moglich?). Fiir gegebenes r > 0
betrachten wir nun die Funktion ¢ := o, := ¢ + 1 + r{. Da ¢ auf der kompakten Menge
supp(¢) U supp(m) nicht verschwindet, kénnen wir ¢ und 7 normalisieren und erhalten

stetige Funktionen ¢ und # via ¢(g) = 29 und #(g) := =@ welche aukerhalb von

a(9) a(9)’
supp(¢) U supp(m) verschwinden. Weiter haben wir per Konstruktion ¢ + 7 < 1.
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Sei nun € > 0 und wihle eine Eins-Umgebung V' € 4(1), so dass gh~! € V die Ungleichung
|o(g) — @(h)| < eund |7(g) — 7(h)| < € impliziert. Weiter wihlen wir uns eine nichttriviale
Funktion 7 € CF(G) mit supp(r) C V. Es existiert aber by € B mit (o : 7) < > by <
(0 : 7)(1+¢). Mit einer Folge a; € GV, welche o < Y by7,, erfiillt, folgt nun

= @ < ZSO kaak < Zbk ak +e Tak(g)

wobei die zweite Ungleichung daraus folgt, dass entweder a,x aufserhalb V' (und damit
supp(7)) liegt, oder ¢(g) < P(ax) + € gilt. Wir haben also gezeigt, dass

(p:7) <) bi(@lay) +¢

gilt. Das gleiche Argument mit 7 in der Rolle von ¢ liefert weiter (7 : 7) < > bp(7(ax) +¢€).
Erinnern wir uns also an ¢ + 7 < 1 und summieren diese beiden Ungleichungen, so erhalten
wir

(p:7) 4+ (m:7) <D be(1426) < (0:7)(1+e)(1+2).

Dividieren wir dies durch (7 : 7), so haben wir nun

p(e, 7)p(m, 7) < plo, 7)(1 +€)(1 + 2¢)

gezeigt, sind aber noch nicht fertig, da dies nicht a priori fiir beliebige € gilt (wir haben V' in
Abhéngigkeit von ¢ gewéhlt!). Aber: Der Tréger supp(7) ist in V' enthalten, was bedeutet,
dass p, € Py enthalten ist. Nun liefert uns wieder die Stetigkeit obige Ungleichung fiir
beliebige A € Py. Zusammengefasst: Falls A € ({Py | V € 4(1)}, dann gilt fiir alle £ > 0
die Ungleichung

Ap) + A7) < Ao)(1+e)(1 + 2¢).

Es folgt
M) + A1) = Ao) = Mo+ 71+718) < Mo +7) +1A(E).
Da r > 0 beliebig war, folgt also A(p) + (1) < A(p + 7). O

Kombinieren wir nun Proposition und Lemma [4.11} so erhalten wir unser Hauptre-
sultat dieses Abschnitts.

Satz 4.14. Sei G eine Hausdorffsche lokalkompakte Gruppe. Dann existiert ein Haar-
Integral auf G.

Anders formuliert, auf jeder Hausdorffschen lokalkompakten topologischen Gruppe existiert
ein linkstranslationsinvariantes, requldres und auf kompakten Mengen endliches Haar-Mafs.

Beweis. Wihle ein A € {Py | V € (1)} (dies ist moglich nach Lemmal4.11). Dann erfiillt
die lineare Erweiterung von A auf den Vektorraum CJ(G) alle gewiinschten Eigenschaften.
O

Es bleibt nun also noch die Frage offen, wie viele Haar-Integrale bzw. Haar-Mafse es auf
einer lokalkompakten Gruppe gibt. Dies wird nun Thema sein.
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4.2 FEindeutigkeit des Haar-Integrals

4.2 Eindeutigkeit des Haar-Integrals

Sei G lokalkompakte Gruppe und sei A ein Haar-Integral auf G (Satz . Klar ist, dass
wir fiir » > 0 mit der Funktion 7\ ebenfalls wieder ein Haar-Integral erhalten. Es stellt
sich die Frage: Ist das die einzige Moglichkeit, wie zwei Haar-Integrale zusammenhéngen
kénnen? Wie sich herausstellen wird, ist die Antwort Ja.

Wir nehmen weiterhin an, dass G Hausdorffsch und lokalkompakt ist.

Proposition 4.15. Sei A ein Haar-Integral auf G und seien v, € C(G). Ist ¢ # 0, so
gilt A(p) < (@ = P)A).

Beweis. Sei by € Bi. Unter Benutzung von Additivitit, Positivitat und Invarianz von A
folgt aus der Ungleichung ¢ < >~ byt),, sofort die Ungleichung A(y) < > bpA(¢). O

Korollar 4.16. Jedes Haar-Integral ist positiv definit. D.h. fiir ¢ # 0 folgt A\(y) > 0.
Beweis. Sei ¢ # 0 und wihle ¢ € CF(G) mit A\(¢)) > 0. Nach Proposition folgt

0 <A() < (¢ @)Ap). .

Satz 4.17. Sei G Hausdorffsche lokalkompakte Gruppe und wihle 0 #n € CH(G). Seien
weiter \, p zwei Haar-Integrale auf G und sei schliefllich ¢ € C.(G). Dann gilt:

Mp)  plp)

An) — pln)

Also ezistiert eine reelle Zahl v =y, mit der Figenschaft X = rp.

Beweis. Wir gehen in Schritten vor; zunichst wéhlen wir uns eine Funktion ¢ € C(G)
und ein £ > 0. Da ¢ und 7 stetig sind, konnen wir uns eine Eins-Umgebung U. € $4(1)
wahlen mit der Eigenschaften

lp(z) =) <e,  [n(x)=n(y)| <e.

Wir werden nun ¢ und 7 gleichzeitig betrachten und schreiben 0 € {, n}, falls die gemachte
Aussage fiir beide Funktionen wahr ist.

Sei V. := U.N U, und wihle eine nicht-triviale Funktion ¢ € C:F(G) mit supp(z) C V..
Definiere weiter m € CJ(G) durch die Formel m(z) := v(x) + ¢ (z~!). Damit ist 7 eine
nicht-triviale symmetrische Funktion, d.h. w(z) = w(z™1).

Sei nun § > 0, und sei W eine offene Eins-Umgebung, deren Abschluss W kompakt
ist und fiir die 7'y € W die Ungleichung |r(z) — 7(y)| < ¢ impliziert. Da die Menge
S := supp(y) U supp(n) kompakt ist, wird sie durch endlich viele Translate |J;_, axW
von W iiberdeckt. Wir finden also (vgl. Ubung) stetige Funktionen ¢y : G — [0,1] mit
supp(pr) € apW und ), ¢r(S) = {1}. Also gilt

0=> 0k, pnld)=> b, (4.1)
k=1 k=1
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mit by = p(fpr) > 0.
Wir behaupten nun, dass fiir alle o € G Folgendes gilt:

w(m)(O(h) —e) < p(fm,) = Z w(0y) (4.2)

Falls g 'h ¢ V., ist my-1(h) = 0. Ist g~'h € V., so gilt §(h) > O(h) — e. Es folgt also
Oy, > (0(g) — €)mp, und die Behauptung folgt, da u eine positive lineare Form ist.
Wir zeigen nun

D ulOm) <Y p(0d) (ma, (h) +6). (4.3)

Ist h ¢ a W, so ist Y(h) = 0. Ist h € a,W, so gilt (a;'g)(g~'h) € W, und damit
mg-1(h) < m-1(g) + 0. Es folgt also ¢ymy, < ¢p(m,-1(g) + 9).

Firy e Ggilt O(y ") — 2 < Z (4.4)
ken P

Wiéhle § > 0 klein genug, so dass > u(f¢r)d < p(m)e. Dann gilt:

W6 - o) 2 kzi‘;uwwy-l)
2 éuwm)(mhl(aw +4)
= ;bkwhlmk)w(e)a
<3 b () + e,

k=1

woraus die Behauptung folgt.
Wir definieren nun eine weitere Funktion 0 € CF(G), welche g € G auf max{0, 0(g) —2¢}
abbildet. Wir erhalten die Ungleichung

(6 m)ulm) < l6) < (0 () (4.5)
In der Tat, wir wissen nach (4.4), dass die Folge % zur Menge B?" gehort, und schliefen
(6° - ﬁ)g Y ke % Mit (4.1) ergibt sich also die erste Ungleichung, die zweite folgt aus
Proposition

Wir wihlen uns nun eine stetige Funktion £: G' — [0, 1] mit kompakten Triager, welche
jedes Element von supp(f) auf 1 abbildet. Es folgt also 8 < 6° + 2e£. Wir berechnen also
mit Hilfe von Lemma

(O:7m) <(0°+2& ) <(0°:m)+(2e€:m) < (6°:m)+2(£:0)(0: ).
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4.3 Die modulare Funktion

Schliefslich folgern wir hieraus

(1= 2:(6: 6))(8 : m)u() < p(B) < (6 (). (4.6)

Mit anderen Worten, wir haben also gezeigt, dass fiir jedes v > 0 eine stetige Funktion m

existiert, so dass (1 —)(0 : 7) < % < (0 : ) gilt. Da 6 € {p,n} folgt

(1- )(‘P:”)g“(@,und u(w)S (p:m)
(n:m) = u(n) p(m) = (L =) : )
Diese Ungleichungen gelten aber fiir jedes Haar-Integral p, und wir erhalten

Me) o 1 Me) o1 Ay)
= 2 = 4
Am) = (L=7)?An) = (L=)* An)
und damit die Behauptung des Satzes. [

Sei GG eine lokalkompakte Gruppe, sei A ein Haar-Integral und p das zugehorige Haar-Maf
auf G. Zwecks Notation schreiben wir

A(w)z/gw(g)du(g)z/Gsﬁ(g)dk

4.3 Die modulare Funktion

Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, existiert auf jeder (Hausdorffschen) lokalkom-

pakten Gruppe G ein (bis auf Vielfache) eindeutiges linkstranslationsinvariantes Haar-Maf.

Bei ndherer Betrachtung stellt sich die Frage, wann ein solches Maf auch rechtstransla-

tionsinvariant ist bzw. ob dies (allgemein?) tiberhaupt moglich ist. Wir beginnen diesen

Abschnitt mit einigen Wiederholungen, G ist weiter stets lokalkompakt und Hausdorffsch.
Sei G gegeben. Wir betrachten die folgende Abbildung:

c: G — Aut(G)
g cgi=(x— gzg'),

welche ein Gruppenelement g € GG auf die Konjugation mit ¢ abbildet, welche natiirlich
ein Automorphismus der Gruppe G darstellt. Nehmen wir uns also ein Haar-Mafs p auf G,
welches nach Satz[4.14] existiert.

Nach Satz existiert nun aber eine reelle Zahl r, so dass fiir eine messbare Menge
A C G die Gleichheit

1(cg(A)) = u(gAg™) = u(Ag™") = ru(A)

gilt. Da dieses r offenbar nur von g € G abhéngt, konnen wir also eine Abbildung

A: G — R*
ncg(A)  p(Ag™)
I T A

definieren. Damit haben wir bereits das Hauptobjekt dieses Abschnitts kennengelernt:
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Definition 4.18. Sei GG eine lokalkompakte Haussdorff-Gruppe. Dann heifst die Funktion
A: G — R* modulare Funktion der Gruppe G.
Eine Gruppe G heifst unimodular, falls A konstant 1 ist. ]

Anschaulich gesprochen misst die Funktion A, ob ein Haar-Maf auch rechtsinvariant ist
bzw. wie stark es davon abweicht, rechtsinvariant zu sein.

Beobachtung 4.19. FEine Gruppe G ist unimodular genau dann, wenn ein (und damit
alle, vgl. Satz|4.17) Haar-Maf rechtsinvariant ist.

Lemma 4.20. Die modulare Funktion ist ein Gruppenhomomorphismus G — R*.
Beweis. Ubung. ]

Bemerkung 4.21. Man kann sogar zeigen, dass fiir jede lokalkompakte Hausdorft-Gruppe
der Homomorphismus A: G — R* stetig ist!

Wir werden nun einige hinreichende Kriterien kennenlernen, welche Unimodularitat
implizieren.

Satz 4.22. Sei G eine lokalkompakte Hausdorff-Gruppe und sei A die modulare Funktion
von G. Ferner erfiille G mindestens eine der folgenden Figenschaften:

(i) Die Gruppe G ist abelsch.

(i) Die Gruppe G ist kompakt.

(i1i) Die Gruppe G ist topologisch perfekt, d.h. |[G,G] = G.
(iv) Die Gruppe G ist diskret.
Dann ist A konstant und somit G unimodular.

Beweis. (i) Ist G abelsch, dann ist Konjugation der triviale Automorphismus und mithin
gilt p(A) = (g~ A) = u(Ag™).

(ii) Ist G kompakt, dann ist das stetige Bild A(G) < R* (vgl. Bemerkung [4.21) eine
kompakte Untergruppe von R* und daher trivial.

(iii) Der Kern eines Homomorphismus von G in eine beliebige abelsche Gruppe enthélt stets
die Kommutatoruntergruppe (warum?), ist der Homomorphismus sogar stetig und die
Zielgruppe Hausdorff, muss sein Kern den Abschluss der Kommutatoruntergruppe
enthalten.

(iv) Ubung. O

Beispiel 4.23. Wir werden in der Ubung ein Beispiel einer nicht-unimodularen Gruppe
kennenlernen. In der Tat wird dieses Beispiel sogar zeigen, dass es eine Gruppe G mit einem
Normalteiler N < G gibt, so dass sowohl N als auch die Faktorgruppe G/N unimodular
sind, aber G selbst nicht.
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4.4 Berechnung der modularen Funktion in total unzusammenhéangenden Gruppen

Beispiel 4.24. Die Gruppen SL,(R) und SL,(C) sid unimodular nach Satz[4.22] (iii).
Lemma 4.25. Bs gilt [, ¢(gz~")du(g) = Alz) [ ¢(9)du(g)-

Beweis. Aus Linkstranslationsinvarianz folgt

/G (g du(g) = / gz V)du(g) = /G 2(g)d(0 e2)(g) = Alx) / o(g)dp(g).

4.4 Berechnung der modularen Funktion in total
unzusammenhangenden Gruppen

Sei G lokalkompakt, T5 und sei U C G offene, kompakte Teilmenge. Dann ist die charakte-
ristische Funktion x; stetig und hat kompakten Tréger. Weiter gilt p(U) = [, x(9)du(g) =

)
Alg) = Sy dulg) -

Lemma 4.26. Sei lokalkompakt und total unzusammenhdngend, sei B eine Basis von i
bestehend aus kompakten, offenen Teilmengen von G. Dann gilt:

(i) Jede offene kompakte Teilmenge von G ist Vereinigung endlich vieler Nebenklassen
von Elementen aus B.

(i1) Sind C,D offene, kompakte Teilmengen, so existiert B € B, so dass C und D
Vereinigungen von Translaten von B sind.

Proposition 4.27. Sei G lokalkompakt, p ein Haar-Maf auf G und A < G offene, kompakte
Untergruppe. Ist C offen kompakt in G und B < A offen kompakt derart, dass C die
Vereinigung von k Nebenklassen von B ist, so gilt

k
d:k:/d:—/d.
/c“ s JA/Bl L

Nun zur Berechnung von A(g):

Proposition 4.28. Sei G lokalkompakt, g € G und A < G offen kompakt. Dann gilt:

Afg) = AT _ Jag i _ A7 /(AN Ag )

p(A)  [ydp A/ (AN Ag)]

Satz 4.29. Sei G lokalkompakt. Hat G einen offenen kompakten Normalteiler, dann ist G
unimodular.

Satz 4.30. Sei S lokalkompakter total unzusammenhdangender topologischer Ring, sei U
offene kompakter Untergruppe von (S, +). Fir a € S* mit aU C U gilt A(g) = |U/Ua|™ .
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