Kapitel 3
Satze der offenen Abbildung

Wir werden in diesem Abschnitt uns folgender Frage zuwenden: Wann ist ein Morphismus
f: G — H von topologischen Gruppen offen, d.h. wann gilt fiir eine offene Menge U C G,
dass f(U) C H offen ist? Diese Frage wurde sicherlich bereits in der Vorlesung Topologie
angesprochen, in unserem Bereich von der topologischen Gruppen gibt es jedoch einige stér-
kere Aussagen. Man vergleiche obige Fragestellung auch mit der kanonischen Zerlegung von
Morphismen (vgl. Proposition , dort ist die Frage nach der Offenheit von Morphismen
enthalten.

Proposition 3.1. Sei G eine erstabzihlbare topologische Gruppe, d.h. der Umgebungsfilter 31
der Fins besitze eine abzdhlbare Basis. Dann existiert eine linksinvariante Metrik d: Gx G —
R auf G, welche die Topologie definiert. ]

Ist also eine topologische Gruppe G erstabzahlbar, so macht es Sinn, von Konvergenz
von Folgen zu sprechen. Insbesondere die bekannte Definition einer Cauchy-Folge tibertragt
sich wortlich. Der Vollstandigkeit halber fassen wir dies nochmal kurz zusammen.

Definition 3.2. Sei GG eine erstabzihlbare topologische Gruppe. Dann konvergiert eine
Folge (x,)nen gegen x € G, falls gilt:

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng) : d(x,, x) < €.
Eine Folge heifst Cauchy-Folge, falls folgende Bedingung erfiillt ist:
(Ve > 0)(Ing € N)(Vm,n > ng) : d(n, ) < €.

Eine erstabzahlbare topologische Gruppe G heift vollstidndig (beziiglich der Metrik aus
Proposition , wenn jede Cauchy-Folge konvergiert. [

Bevor wir zu den eigentlichen Kernaussagen kommen, werden wir einige dquivalente
Bedingungen zur Offenheit von Morphismen beweisen, welche wir im Folgenden benutzen
werden.

Proposition 3.3. Seien G, H topologische Gruppen (nicht notwendigerweise Hausdorff)
und set f: G — H ein Morphismus. Betrachte die folgenden Bedingungen:

(i) f ist offen.
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Kapitel 3 Sétze der offenen Abbildung

(ii) Fir alle U € e gilt (W) £90.

(11i) Fir alle U € g gilt f(U) € Uy.

(iv) Fiir alle offenen Mengen U C G existiert eine offene Menge V-C H mit f(U) CV C
f).
(v) Fir alle offenen Mengen U C G gilt f(U) C (f(U))O
Die Bedingungen (ii) bis (v) sind dquivalent und werden von (1) impliziert.
Ist G erstabzdhlbar und vollstindig und H Hausdorff, dann sind alle Bedingungen
dquivalent.
Beweis. (i) = (ii): Sei f offen und U € Y. Dann existiert V' C U offen mit 1 € V' C U. Also
ist 1 € f(V)C f(U) und f(V) ist offen. Schlieflich ist 1 € (f(U)) , und damit gilt (ii).
(ii) = (iii): Sei U € 4 und wiihle ein V' € $f mit der Eigenschaft VV~! C U. Nach (ii)

existiert v € (f(V)) . Es folgt

—1

1=wte (F7)) ((F)) " c7V) FV) ' = FVIFV) T € D)

unter Verwendung der Stetigkeit der Multiplikation. Also ist f(U) € Uy.
(iii) = (iv): Sei U C @ offen. Dann ist fiir jedes u € U die Menge u'U eine offene Eins-

Umgebung. Nach (iii) sind also die Mengen W (u) := f(u=1U)  offenc Eins-Umgebungen in
H. Es folgt

F@W () = f() [ T0) = (J@ D)) =0
Definieren wir nun U’ := f(U) , so folgt f(U) C U’ C f(U).

Die Implikationen (iv) = (v) und (v) = (ii) sind trivial.

Es bleibt also zu zeigen, dass (i) und (ii) bis (v) unter den stérkeren Annahmen an G
und H aquivalent sind.

Lemma 3.4. Sei X C G. Dann gilt fir U € \ die Inklusion X C XU NUX.
Beweis. Dies folgt direkt aus Propositionm (i). O

Lemma 3.5. Sei U eine Fins-Umgebung. Dann existiert eine symmetrische Fins-Umgebung

V = V=1 mit der Eigenschaft VV C U.

Beweis. Es gibt W € 4 mit WWW C U. Nach Lemma [3.4] gilt WW C WWW C U.
Setzen wir nun V := W N W', dann ist V eine Eins-Umgebung und es gilt V=" =V und
VV C U, wie behauptet. ]

Lemma 3.6. Sei G eine erstabzdhlbare topologische Gruppe. Dann existiert eine Basis
B ={U, | n € N} von & mit den Eigenschaften:
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(Z) Un = Unil;
(i) U, U, C U,y (firn>2).

Beweis. Die Konstruktion der U, ist rekursiv. Sei {V,, | n € N} eine beliebige Basis von
i und setze U; := Vi. Nehmen wir nun an, dass Uy, ..., U, mit obigen Eigenschaften
existieren.

Nach Lemma existiert eine symmetrische Eins-Umgebung U,, .1 € 4 mit U, 1U,, .1 C
U, N V,y1. Damit folgt U,41 C V1 und U,41U,+1 C U,. Mit Induktion erhalten wir eine
Folge von Eins-Umgebungen B := {U,}, welche Eigenschaften (i) und (ii) erfiillen. Da
zusatzlich U, C V,, gilt, ist B eine Basis fiir den Umgebungsfilter der Eins. ]

Lemma 3.7. Sei G erstabzihlbar und sei B = {U,} die Basis aus Lemma Dann gilt
fiir alle k,m € N:
UnUn+1 - Untr € UpUp,.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion tiber k. Da U, C U,,, ist die Aussage
fiir £ = 1 wahr.

Nach der Induktionsannahme gilt Uy, 41 - - - Upnikr1 € U1 Unp1. Weiter ist nach Lemma
m (ii) Un+1Um+1 C Uy, Es folgt:

Um e Um+k+1 g UmUm+1Um+1 g UmUm O

Wir werden nun die Vollstandigkeit von G benutzen.

Lemma 3.8. Sei B = {U,} die Basis aus Lemma und sei weiter x, = go -+ gp Mit
g; € Upyj fiir g =0,... k.

Dann ist {xy}ren eine Cauchy-Folge in U,,U,,. Ist G vollstandig, so gilt fir m > 3 die
Inklusion x :=limx;, € U,,.

Beweis. Sei p € N. Wir berechnen mit Hilfe von Lemmas|3.7|und (ii)

—1 —1 —1
Ty Thtp =9 " 90 90" Gkk+1 " Gktp = Jk+1" " " GJk+p € Unm+r+1Umsk+1 € Upg-

Da B = {U,} eine Basis des Umgebungsfilters der Eins ist, ist daher {g;} eine Cauchy-Folge.
Aus der Vollstandigkeit von G folgt nun die Existenz von x := limxy. Fiir x gilt aber
x € UpnUpy CUps. O

Lemma 3.9. Sei Bedingung (iv) aus Propositz’on erfillt, mit G wvollstindig und H
Hausdorff. Wahle B als Basis fiir den Umgebungsfilter wie in Lemma und fir jedes
n € N, wahle U, beziiglich U,, wie in (iv) von Pmposition

Dann gilt U, C f(Up—1). O

Zuriick zum Beweis von Proposition
(iv) = (i): Nach Lemmahat das Bild f(U,) nicht-leeres Inneres fiir alle n € N. Nach
Proposition [2.9ist also f offen. ]
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Definition 3.10. Ein topologischer Raum X heifst unausschopfbar, falls fiir jede abzahl-
bare Familie abgeschlossener Mengen A, mit X = J, .y A ein ng existiert mit a;, # 0.
Anders formuliert, X ist keine Vereinigung von abzédhlbar vielen abgeschlossenen Mengen
mit leerem Inneren.

Ein Raum X heifft Baire-Raum, falls jede Vereinigung von abzahlbar vielen abgeschlos-
senen Mengen mit leerem Inneren selbst wieder leeres Inneres hat. ]

Eine einfache Konsequenz ist, dass jeder Baire-Raum unausschopfbar ist.

Satz 3.11 (Bairescher Kategoriensatz). Sei X ein Raum, der mindestens eine der folgenden
Bedingungen erfiillt:

(1) X ist ein lokalkompakter Hausdor(f-Raum,

(i1) jeder Punkt in X hat eine abgeschlossene Umgebung, welche ein vollstindiger materi-
scher Raum beziiglich einer die Topologie definierenden Metrik ist.

Dann ist X ein Baire-Raum.
Beweis. Siehe [N. Bourbaki, Topologie générale, Chap. 9, §3, no. 3, Théoreme 1|. [
Wir sind nun soweit, einen der Hauptsétze dieses Abschnitts formulieren zu kénnen.

Satz 3.12 (Satz der Offenen Abbildung A). Sei G erstabzihlbar, separabel und vollstindig,
sei H unausschopfbar und Hausdorff. Weiter sei f: G — H ein surjektiver Morphismus
topologischer Gruppen.

Dann ist f offen.

Beweis. Wir zeigen, dass der Abschluss jedes Bilds einer Eins-Umgebung nicht-leeres Inneres
hat, Proposition liefert uns dann die Offenheit von f.

Sei U € 4 und sei D eine abzihlbare dichte Menge in G. Dann gilt G = D C DU nach
Proposition (i). Also folgt mit Surjektivitdat von f

H=f(G)=J rd)fw)c | f@f).

deD deD

Da D abzdhlbar und H unausschopfbar ist, existiert d € D, sodass (f(d)f(U))° =
F(d)(FU))° nicht-leer ist. Also ist f(U) # 0. O

Ein Raum X heiftt Polnisch, wenn er vollstdndig metrisierbar und zweitabzahlbar ist.

Korollar 3.13. Ein surjektiver Morphismus zwischen Hausdorffschen Polnischen Gruppen
st offen.

Beweis. Nach Satz ist jede Polnische Gruppe unausschopfbar und Satz liefert das
Gewlinschte. [
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Ein Raum X heift o-kompakt, wenn er eine abzéhlbare Vereinigung kompakter Mengen
ist.

Satz 3.14. Sei G lokalkompakt und o-kompakt, sei H unausschéopfbar und Hausdorff und
sei f: G — H ein surjektiver Morphismus.
Dann ist f offen.

Beweis. Sei U € 4 offen mit U kompakt. Da G o-kompakt ist, existiert eine abzihlbare
Familie K, kompakter Mengen mit G = J,,.y K- Da U eine Eins-Umgebung ist, folgt
fiir jedes n die Inklusion K, C e kU. Da e, kU eine Uberdeckung von K,, mit
offenen Mengen ist, existiert eine endliche Menge F,, C K, mit K, C Uk,e P, kU. Also ist
C := U, ey Fn abzdhlbar und es gilt

G C UKnchUgG.

neN ceC

Da U kompakt ist, ist auch f(U) kompakt in H und mithin abgeschlossen (da H Hausdorff
ist). Surjektivitat von f impliziert nun H = {J.co f(cU) C Uqee f(e)f(U). Aber H ist

unausschoptbar, demnach existiert ¢y € C, so dass das Innere von f(c)f(U) nicht leer ist.
Also ist f(U)° nicht leer.

Da G lokalkompakt ist, enthélt jede Eins-Umgebung eine Umgebung obiger Form, und
Proposition liefert uns die Offenheit von f. [

Korollar 3.15. Sind G und H Hausdorff und lokalkompakt und G zusdtzlich o-kompakt,
dann st jeder surjektive Morphismus f: G — H offen.

Beweis. Nach dem Baireschen Kategoriensatz (Satz 3.11: ist jede Hausdorffsche lokalkom-
pakte Gruppe unausschopfbar und wir kénnen Satz|3.14|anwenden. ]

Satz 3.16. Seien G und H Hausdorff und f: G — H ein surjektiver Morphismus. Nehmen
wir weiter an, dass G die additive Gruppe eine erstabzahlbaren vollstindigen topologischen
Vektorraums, und H unausschopfbar sei. Schlieflich seien die Potenzabbildungen p,: H —
H,h — h™ Homoomorphismen.

Dann ist f offen.

Beweis. Sei U € 4. Fiir jedes g € G existiert n € N mit %g e U. Alsoist G = UU2UU3U .. .,
und es folgt

H = f(G) = f(U)UfQU)... = f({U)Upa(f(U))Ups(f(U)) S FU)Up2(f(0))Ups(f(U)). ..

Nun sind die Abbildungen p,, abgeschlossen, also ist p, (f(U)) abgeschlossen. Die Gruppe
H ist unausschopfbar, also existiert n € N, so dass p,(f(U)) nicht-leeres Inneres hat. Also
ist auch das Innere von f(U) nicht leer, und Proposition |3.3|liefert die Offenheit von f. O

Korollar 3.17. Seien G, H Hausdorffsche topologische Vektorrdume (d.h. Vektorrdume tiber
R oder C jeweils mit der Ordnungstopologie, sodass Vektoraddition und skalare Multiplikation
stetig sind), wobei G erstabzihlbar und vollstindig sowie H unausschopfbar seien. Sei

f: G — H ein stetiger linearer Operator.
Dann ist f offen. O]
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