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Ubungen

Aufgabe G54 (Hilbert-Schmidt Operatoren)
Sei # ein separabler unendlichdimensionaler Hilbertraum mit Orthonormalbasis {e, : n € N}.

Fiir einen linearen Operator x : 5 — £ setzen wir ||x||gs := v/ ZneNernIIZ. Gilt ||x||gs < 00,
so heilst x ein Hilbert-Schmidt Operator. Wir bezeichnen mit HS(2#) die Menge aller Hilbert-

Schmidt Operatoren auf 5. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) Ist {f, : n € N} eine Orthonormalbasis von 5, so gilt > _[lxe,|* = Yomnen | (X, fi) 2.
(b) Jeder Hilbert-Schmidt Operator x € HS(#) ist stetig und es gilt ||x|| < ||x||gs.
(c) Es gilt genau dann x € HS(#), wenn |x| € HS(5#) gilt. Weiter gilt ||x||gs = || || ||gs-

(d) Ist {f, : n € N} eine Orthonormalbasis von #, so gilt . _.llxe > =X . llxf,lI>. Also ist
||Ilzs von der gewéhlten Orthonormalbasis unabhingig.

(e) Die Menge HS(s#) ist ein Untervektorraum von %(5¢) und |||y ist eine Norm auf HS(#).

(f) Fir x € () und y € HS() gilt xy € HS(2#) und y* € HS(2#). Damit folgt, dass auch
yx € HS(#) gilt, also bildet HS(#) ein Ideal in B(5#). Ferner gilt ||y |lgs = 11|l us-

(g) Jeder endliche Rang Operator ist ein Hilbert-Schmidt Operator. Weiter ist der Raum der
endlichen Rang Operatoren dicht in HS(##). Insbesondere gilt K(#) = HS().Ilop

(h) Ein kompakter Operator x mit x = Y.
rator, wenn (A,,),ey € [*(N) gilt.

nen Anty, o ist genau dann ein Hilbert-Schmidt Ope-

(i) Auf HS(#¢) definiert (x,y)ys := ZHEN(xen, ye,) fiir alle x, y € HS(2#) ein Skalarprodukt,
welches ||||ys induziert. Der Raum (HS(#), (-, -)ys) ist vollstandig, also ein Hilbertraum.

(j) Finden Sie eine abzdhlbare Orthonormalbasis aus Rang-1 Operatoren fiir (HS(¢), (-, *)1s)-

(k) Bildet HS(5#) mit gewohnlicher Multiplikation eine Banach*-Algebra?




Aufgabe G55 (Orthonormalbasen in Produktraumen)

Sei (Q, X, u) ein o-endlicher MaRraum und (e, ),y eine Orthonormalbasis fiir L2(Q, &, u). Wir

definieren fiir (m,n) € N X N eine Funktion e, , : @ X Q — C durch e, ,(x,y) := e,.(x)e, (y) fiir

alle x, y € Q. Fiir den Produktraum schreiben wir L2(u® 1) := L2(Q X QT 2, u ® u)

(a) Zeigen Sie, dass e, € L?(u ® w) fiir alle (m,n) € N x N gilt. Weiter bildet die Familie
{emn : (m,n) € N x N} ein Orthonormalsystem in L>(ueu).

(b) Sei f € L?(u ® u). Wir definieren eine Funktion fy durch f)(x) := f(x,y) fir alle x € Q
und fiir n € N definieren wir eine Funktion g, durch g,(y) := {e,, f,) fiir alle y € Q. Zeigen
Sie, dass g, € L?(Q, Z, u) fiir alle n € N gilt.

(c) Zeigen Sie, dass ||g, /1> = >, |{f,enm)|? fiir alle n € N gilt.

(d) Zeigen Sie, dass {e,, , : (m,n) € N x N} total in L?*(u® u) ist.

Ist also {e, : n € N} eine Orthonormalbasis von L%(£, X, u), so definiert {emn : m,n € N} eine

Orthonormalbasis in L?(u ® u) und fiir alle f € L*(u ® w) gilt ||f||* = Y mnen | (> €ma) P

Aufgabe G56 (Integraloperatoren)
Sei (Q, %, u) ein o-endlicher Maraum und k : Q x Q — C quadratintegrierbar beziiglich des
ProduktmaRes u ® u. Zeigen Sie, dass der Operator K : L%(Q, =, u) — L%(Q, X, u) mit

(Kf)(x):= J k(x, y)f (y)du(y)

Q

ein Hilbert-Schmidt Operator ist, welcher ||K||ys = ||k||, erfillt.

Aufgabe G57 (Gewichtete Shiftoperatoren)

Fiir eine beschrinkte Folge A = (A,),en € C definieren wir einen Oprator S, : 12(N) — [*(N)
durch S,((x)nen) = (ApXn41)nen- Bestimmen Sie die polare Zerlegung von S,. Charakterisie-
ren Sie die Folgen A, fiir welche der Operator S, kompakt ist.

Aufgabe G58 (Darstellungen der Calkin-Algebra)

Sei # = [?(N) und €(5¢) := B(#)/K() die Calkin-Algebra.

(a) Zeigen Sie, dass es einen injektiven *-Homomorphismus a : [*(N)/cy(N) — € () gibt
mit a(l+ co(N)) = 1+ K(2).

(b) Sei {g,, : n € N} eine Abzdhlung von Q. Fiir jede Zahl x € R \ Q wéihlen wir eine Folge
rationaler Zahlen (x,,) ey mit lim,,_,o, Xx,, = x. Wir setzen X, := {x, : n € N} und wir setzen
N, :={n €N :gq, € X,}. Zeigen Sie, dass die Menge .# := {N, : x € R\ Q} € #(N)
tiberabzéhlbar ist und fiir je zwei Elemente N,,N,, € .# der Schnitt N, N N, endlich ist.

(c) Zeigen Sie, dass es eine iiberabzahlbare Familie paarweiser disjunkter nichttrivialer Projek-
tionen in ¢ () gibt.

(d) Sei ¢ ein separabler Hilbertraum und 7 : 6 (5¢) — %B(4") ein *-Homomorphismus. Zei-
gen Sie, dass t(x) = 0 fiir alle x € € (%) gilt.




