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Ubungen

Aufgabe G45 (Uber Stop-Stetigkeit der Multiplikation auf 98 (%))

Sei # = [2(N) und s : # — # der (isometrische) einseitige Shift. Sei weiter % := {U C
#¢ : U ist in der starken Operatortopologie eine Nullumgebung}. Wir definieren nun eine In-
dexmenge I. Wir setzen I :={(m,U): meN, U € %} und setzen

(my,U;) < (my,U,) :& my; <m, und U, C U;.

Um ein Tupel (m,U) zu vergroRern ist also entweder die Zahl m zu vergroldern oder die Nul-
lumgebung U zu verfeinern.

(a) Zeigen Sie, dass (I, <) eine partiell geordnete Menge ist. Zeigen Sie weiter, dass diese nach
oben gerichtet ist, also fiir alle i, j € I ein k € I existiert miti < k und j < k.

(b) Seii = (m;,U;) € I. Zeigen Sie, dass stop-lim m; - (s*)" = 0 gilt. Insbesondere existiert

ein n € N mit m; - (s*)" € U;.

n—0o0

(c) Seii=(m;,U;) € l.Wahle n € N mit m; - (s*)" € U,, definiere x; := m; - (s*)" und definiere
Y= %s”. Damit bilden (x;);c; und (¥;);e; Netze in B(°). Zeigen Sie stop-lim,.; x; =0
und ||| - lim;¢; y; = 0.

(d) Bestimmen Sie stop-lim,; x; - y;. Ist damit die Multiplikation B(#) x B(FH#); — B(H)
stop-stetig?

Aufgabe G46 (Die Cuntz-Algebra I)

Sei # ein Hilbertraum, sei d > 1 eine natiirliche Zahl und seien s, ...,s; € B() Isometrien
mit 2221 sksy = 1. Wir definieren &, := C*(sy, ...,54). Konstruieren Sie auf einem Hilbertraum
Threr Wahl (zum Beispiel ¢ = L2([0,d], 1)) eine konkrete Realisierung von @; C B().




Aufgabe G47 (Abgeschlossene Ideale in %())

Sei /# = [%(N) mit kanonischer Orthonormalbasis {e, : n € N}. Wir betrachten die im 6.
Ubungsblatt definierte C*-Algebra K(#). Diese war definiert als die durch {E; j i 1,j €N}er
zeugte C*-Unteralgebra von %(¢), wobei E;;(§) = &; - ¢; fiir alle & € 5 gelte.

Wir haben bereits gesehen, dass K(#) ein abgeschlossenes Ideal von % (.¢) bildet. Weiter
enthalt K(s#) alle Operatoren endlichen Rangs.

(a) Konstruieren Sie fiir K(2#) eine approximierende Eins.

(b) Seil ein von {0} verschiedenes abgeschlossenes Ideal in (¢ ). Zeigen Sie, dass K(#) C I
gilt.
(c) Seien &, ¥ C # unendlichdimensionale abgeschlossene Teilraume von 5. Konstruieren

Sie eine partielle Isometrie s : S — 5 mit s*s = p,, und ss* = p,.

(d) Folgern Sie, dass ein abgeschlossenes Ideal I in %() genau dann eine Projektion auf
einen unendlichdimensionalen Teilraum enthélt, wenn I alle solchen Projektionen enthalt
und damit mit % () libereinstimmt.

(e) Zeigen Sie, dass die C*-Algebra € () := B(s)/K() einfach ist. Diese Algebra heilst
auch Calkin-Algebra.

Aufgabe G48 (Spektrale Charakterisierungen)
Sei #¢ ein Hilbertraum und p, x € B(). Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) Gilt p=p* und o(p) < {0, 1}, so ist p eine orthogonale Projektion.
(b) Sei A € o,(x). Dann ist
i) re o,(x*) genau dann, wenn (x — A1) kein dichtes Bild besitzt.
(i) L e o,.(x*) genau dann, wenn (x — A1) dichtes Bild besitzt.

(c) Esgilt A € o.(x) genau dann, wenn re o (x) gilt.




