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Ubungen

Aufgabe G41 (Matrizen und Spektralmal3e)

Sei T € M, selbstadjungiert. Wir interpretieren T als beschrénkten linearen Operator auf

# = C1. Sei £ € # ein Einheitsvektor und fiir jedes A € o(T) sei P, die zugehorige Spek-

tralprojektion auf den Eigenraum zu A. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung u, : 0(T) > A — (P;&, &) definiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf o(T).

(b) Die Abbildung o(T) > A — P; definiert ein projektionswertiges Wahrscheinlichkeitsmafd
und t — E; := ¥]_q1(T) eine projektionswertige Verteilungsfunktion dieses Maf3es (was
konnte das heifSen?).

(c) Das Wahrscheinlichkeitsmal® u, ist genau dann auf o(T) treu, wenn der Vektor £ separie-
rend fiir die von T erzeugte C*-Algebra .«/(T) ist, also aus S € .&/(T) mit S(§) = O bereits
S = 0 folgt. Hierbei bedeutet treu, dass u;({A}) > 0 fiir alle A € o(T) gilt.

(d) Der Operator T besitzt genau dann einen zyklischen Vektor n) € #, wenn jeder Eigenwert

von T einfach und von Null verschieden ist.

Aufgabe G42 (Der Shiftoperator und Spektralmalf3e)
Sei S der Rechtsshift auf # = [%(Z) und (e,),<; die kanonische Orthonormalbasis von . Sei

E=eyundn=e_; +e;.

(a) Ist & oder n ein zyklischer Vektor fiir S? Berechnen Sie das Spektralmal$ u; und u,, auf dem
Spektrum von S.

(b) Berechnen Sie das Spektralmal} u; fiir den Operator S + S*. Besitzt S +S™ einen zyklischen
Vektor in #?




Aufgabe G43 (Stop-stetige Funktionale auf %(¢))

Sei 7 ein Hilbertraum und ¢ ein Funktional auf %(5#), welches stetig beziiglich der starken
Operatortopologie sei. Wir wollen die Menge aller solchen stetigen Funktionale in dieser Aufga-
be klassifizieren.

Schritt 1: Sei (E,2?) ein lokalkonvexer Vektorraum. Wir erinnern daran, dass in jeder Nullum-
gebung U der durch & erzeugten Topologie eine Menge der Form U, ., .:={x €E:pi(x) <
g, 1 < k < n} enthalten ist. Machen Sie sich klar: Ist ¢ : E — ¥ stetig, so existieren endlich
viele Halbnormen p9,...,p,, € & und eine Zahl C > 0 mit |¢(x)| < maxC - {p;(x):1 <k <n}
fiir alle x € E.

Schritt 2: Sei # ein Hilbertraum und sei 5 := @D,_, H = DA S...0 7. Fir einen Operator
x € B(#)und jedes E =&, @ ... ® &, definieren wir & := (x&,) ® (xE,) ® ... ® (x&,,). Zeigen
Sie, dass der Operator & stetig auf 52 ist und ||%&]| < ||Ix||||E|l < vallx||max{||&,]| : 1 < k < n}
gilt.

Schritt 3: Sei & € 5 ein Vektor. Setze # := LH{X& : x € B()}. Zeigen Sie: Ist ¢ ein Funk-
tional auf %(5¢) mit |y (x)| < ||X&]), so ist & > % — (x) stetig und es existiert ein 7j € 2
mit

P(x) = (%, 7] Z(xgk,nk

Sei # ein Hilbertraum und ¢ ein Funktional auf %(¢). Zeigen Sie, dass foldende Aussagen
aquivalent sind:

(a) Das Funktional ¢ ist swop-stetig.
(b) Das Funktional ¢ ist stop-stetig.

(c) Es existiert n € N und Vektoren &4, ...5,,, 11, ..., N, € € mit

n

p(x) =D (x&r M)

k=1

Zeigen Sie weiter, dass es ein fiir die Normtopologie stetiges lineares Funktional auf 28 (.>¢) gibt,
welches nicht stop-stetig ist.

Aufgabe G44 (Mehr iiber induktive Limes C*-Algebren III)

Eine C*-Algebra 2 heilst einfach, wenn 98 nur triviale zweiseitige abgeschlossene Ideale besitzt.
Damit ist also 8 genau dann einfach, wenn jeder nichttriviale *~-Homomorphismus 3 : 8 — €
in eine C*-Algebra ¥ injektiv ist.

Sei (., L, )ney €in induktives System von unitalen C*-Algebren mit induktivem Limes .«/. Zeigen
Sie, dass .«/ einfach ist, wenn fiir jedes n € N der Homomorphismus t,, unital ist und die C*-
Algebra ./, einfach ist.




